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Predgovor

Ovo izdanje udzbenika nastalo je na osnovu iskustva u izvodenju nastave u prethodnih 14
godina na dva predmeta Elektrothenickog fakulteta u Beogradu i pevashodno je namenjeo
upravo tim predmetima:

e Osnovi elektronike, koji se predaje na prvoj godini studijskog programa Softversko
inZenjerstvo

e Osnovi analogne elektronike, koji se predaje na trecoj godini odseka za Racunarsku
tehniku 1 informatiku, studijski program Elektrotehnika i raCunarstvo

lako elektronika nije uza specijalnost studenata rac¢unarskih usmerenja, realni tehnicki
problemi sa kojima se mogu susresti u buducoj inzenjerskoj praksi su ¢esto veoma slozeni 1
njihovo resavanje zahteva ucesce inzenjera iz razli¢itih oblasti nauke i tehnike, organizovanih u
adekvatne razvojne timove. U takvim uslovima inZenjer koji je specijalizovan za odredenu oblast
neizostavno treba da saraduje sa strucnjacima drugih specijalnosti. Da bi se olakSala saradnja
inzenjera razli¢itih specijalnosti potrebno je da svaki od njih dovoljno poznaje srodne oblasti
tehnike kako bi razumeo probleme i ogranicenja u reSavanju problema u celini. Zbog toga se i u
svetu, prilikom obrazovanja inZenjera, uvek proucavaju i oblasti koje na prvi pogled nisu
direktno u vezi sa odabranom specijalizacijom.

Ovaj udzbenik, kao i1 kursevi koji su u korelaciji sa njim, namenjeni su da studente
kojima ¢e primarna specijalizacija biti pisanje softvera za razne vrste programabilnog hardvera,
upoznaju sa osnovima elektrotehnike i elektronike, sa ciljem da:

. bolje razumeju kako funkcioniSu slozeni elektronski sistemi sa kojima ¢e se
sretati u praksi,

. da u slozenijim projektima efikasno komuniciraju sa inzenjerima iz drugih struka

. i kako bi mogli da samostalno projektuju ili koriste jednostavnije loT
komponente.

Kako su navedeni predmeti orijentisani pre svega obogac¢ivanju profesionalne inZenjerske
pismenosti studenata racunarskih usmerenja na Elektrotehni¢kom fakultetu u Beogradu, autori
su se trudili da se fokusiraju na osnovne informacije i principe koji mogu biti korisni u
svakodnevnoj inZenjerskoj praksi.

1z razloga bolje pristupacnosti izloZene materije, ¢itaocu koji nije izabrao elektroniku kao
uzu struku, 1 koji ne mora da ima znacajno predznanje, rukopis udzbenika je pisan sa
minimumom potrebne formalnosti 1 strogosti, bez gubitka inZenjerske upotrebljivosti obradenih
tema.

U odnosu na skriptu koja je osnova ovog udzbenika, i koja je navedena pod rednim
brojem 1 u literaturi, pojedine nastavne teme su dodate a neke su samo prosirene u cilju jasnijeg
izlaganja materije. Teme koje prevazilaze okvire pomenutih kurseva zadrzane zbog kompletnosti
udzbenika, i oznacene su kao opcione. Najvazniji pojmovi koji se obraduju u udzbeniku
ispraceni Su jednostavnim primerima, a u sklopu udzbenika nalazi se i odreden broj ilustrativnih
primera koji su po strukturi slozeniji.

Neke od opcionih tema koje se ne obraduju tokom nastave, nalaze se u nastavnom
programu vecine srednjih skola. lako nisu obavezne, one se preporucuju Citaocima koji primete
da im srednjoskolsko predznanje nije dovoljno za neometano pracenje obaveznih nastavnih
tema. Za pojedine pojmove i fizéke veli¢ine, kao sto su na primer elektricna struja,



naelektrisanje, provodnik, otpornik, elektri¢cna komponenta, kratak spoj, i sl, pretpostavlja se
minimalno razumevanje ili bar intuitivna predstava. Takva pretpostvka je zanovana na
kursevima iz fizike ili srodnih tehnicki orijentisanih predmeta koji se drze u osnovnoj i srednjoj
skoli.

Mozda ¢e neke od tema citaocu koji je iskusan inZenjer elektrotehnike izgledati suvisne
za buduceg softverskog inZenjera, kao $to su na primer tranzistorski pojacavaci i modelovanje za
mali signal. Ipak preovladujuca praksa na svetskim univerzitetima je da se te teme predaju ¢ak i
na elementarnim kursevima elektronike. Sa druge strane moze da deluje da su neke bitne teme
samo povrsno obradene ili da su ¢ak potpuno izostavljene, ali treba imati u vidu da je odabir
tema nastao kao kompromis izmedu sadrzaja koje bi bilo poZeljno ispredavati i raspolozivog
fonda Casova.

Autori su se trudili da prilikom preloma teksta udzbenika greske svedu na minimum.
Ipak, svaki rad neminovno prate greske, stoga ¢e autori biti zahvalni na svaku dobronamernu
sugestiju u cilju korekcija ili pobolj$anja upotrebljivosti udzbenika.

U Beogradu,
Decembar 2020.

Autori



1. Uvod

U savremenom svetu svedoci smo da pametni elektri¢ni ili elektronski uredaji prodiru u
sve oblasti Zivota. Automobili imaju elektronske uredaje za nadzor i upravljanje koji mogu biti
povezani na Internet, uredaji bele tehnike u domacdinstvu imaju sve vise elektronskih funkcija
koje mogu biti kontrolisane preko mobilnog telefona, mobilni telefoni su sada moéni
viSeprocesorski racunari i napravili su revoluciju u telekomunikacijama, uvodenje racunara na
svakom koraku je promenilo naéin Zivota, itd. Taj trend je usko povezan sa konektivno$¢u na
Internet, i popularno se naziva Industrijska revolucija 4.0, a skup koncepata na kojima je
zasnovan naziva se Internet stvari (Internet of Things — 1oT).

Bazu Interneta stvari ¢ine pametni senzori koji Cesto predstavljaju mali racunar
osposobljen za komunikaciju, okruZzen prateCom elektronikom. Iako je najsloZenija komponenta
senzora upravo mali racunar — mikrokontroler, bez pratece elektronike senzor je besmislen. Za
ilustraciju moze da posluZi najjednostavnija elektronska komponenta — otpornik.

Primeri upotrebe otpornika:

e Dugmad za podesavanje jacine zvuka, osvetljaja itd, mogu se realizovati pomocu
promenljivog otpornika — potenciometra.

e Detekcija osvetljenja — koristi se foto-otpornik koji menja otpornost u zavisnosti od
intenziteta svetla.

e Merenje temperature — Kkoristi se otpornik Kkoji menja otpornost sa promenom
temperature.

e Grejanje — grejaci su otpornici male vrednosti i velike snage.

e LED osvetljenje —svaki LED mora da ima otpornik za definisanje struje.

o Itd...

Naravno, kao i za otpornik, tako i za ostalne elementarne elektronske komponente
moguce je navesti veoma veliki broj primena, kako senzorskih, tako i aktuatorskih. Stoga je za
produktivno programiranje i upotrebu pametnih senzora neophodno elementarno poznavanje
elektronike i srodnih disciplina.
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1.1  Staje to elektrotehnika?

Elektrotehnika je tehnicka nauka koja obuhvata primene elektromagnetskih veli¢ina za
zadovoljavanje potreba drustvene zajednice. Postoje dve glavne primene elektriciteta:

e Proizvodnja, prenos i distribucija elektricne energije kao robe po razli¢itim
geografskim lokacijama, ili
e Prenos i obrada informacija.

Elektrotehnika je oblast koja se izdvojila iz fizike i poslednjih 150 godina se stalno i
dinamicno razvijala. O razvoju elektrotehnike svedoci stalna pojava novih podoblasti kao 1 broj
naucnih 1 strucnih publikacija iz elektrotehnike koji u velikoj meri prevazilazi obim sli¢nih
publikacija iz drugih oblasti tehnike.

1.2 Oblasti elektrotehnike:

Osnovno jezgro elektrotehnike se tradicionalno deli na sedam specijalizovanih
podoblasti:

Elektroenergetika
Elektromagnetika
Komunikacije
Racunarsko inZenjerstvo
Sistemsko inZenjerstvo
Automatsko upravljanje
Elektronika

NoakowhE

Elektroenergetika se bavi proizvodnjom i prenosom elektricne energije sa jedne lokacije
na drugu 1 najstarija je elektrotehni¢ka specijalnost. Ceo razvoj savremenog drustva zavisi u
kriticnoj meri od potreba za elektrichom energijom za napajanje elektricnih uredaja u
domacinstvu 1 industriji. Zato su za proizvodnju elektri¢ne energije razvijeni razni sistemi za
pretvaranje drugih oblika energije (toplotne, hidromehanicke, nuklearne, solarne, energije vetra,
elektrohemijske, ...) u elektricnu energiju.

Elektromagnetika premoscava jaz izmedu primena elektrotehnike za prenos energije i
ostalih disciplina koje su uglavhom vezane za prenos informacija. Ona se bavi prouc¢avanjem i
primenom elektricnog polja, magnetskog polja i struje. Elektri¢na struja moze biti uvek istog
smera (jednosmerna struja) ili promenljivog smera (naizmenicna struja). Kod naizmeni¢nih
struja definiSe se pojam ucestanosti ili frekvencije, koja predstavlja broj promena smera struje u
sekundi. Jedinica za frekvenciju je Herc (Hz). Opseg ucestanosti koji se srece u praksi je veoma
sirok. U elektroenergetici se koriste naizmeni¢ne struje ucestanosti 50 Hz ili 60 Hz, dok se u
drugim oblastima koriste znatno viSe ucestanosti, ¢ak do 10" Hz. Na vi§im udestanostima
pocinje zracenje iz kablova i kroz atmosferu se prostiru elektromagnetski talasi. Ovakvi talasi su
omogucili pojavu radija, televizije, bezi¢nih komunikacija, radara, itd.

Komunikacije ili telekomunikacije su podoblast elektrotehnike koja se bavi prenosom
informacija sa jednog mesta na drugo. Informacije se prenose pomocu elektricnih provodnika,
elektromagnetskih talasa, klasi¢nim kablovima, optickim kablovima, itd. Jedan od vaznih
problema koji se reSava u komunikacijama je nacin na koji se informacije utiskuju u elektri¢ni
signal. Taj proces se naziva modulacija ili kodovanje i obavlja se na predajnoj strani, dok se na
prijemnoj strani obavlja inverzni proces koji se naziva demodulacija ili dekodovanje. U procesu
prenosa nastaje i degradacija signala zbog dejstva smetnji ili Suma pa se u komunikacijama
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velika paznja posvecuje metodima za izvlaCenje korisnih informacija iz Suma i metodima za
zastitu informacija. Vec¢ina ovih metoda zahteva upotrebu racunara.

Racunarsko inzenjerstvo je jedna od podoblasti elektrotehnike koje se bavi razvojem i
projektovanjem racunarskog hardvera i softvera koji kontroliSe njegov rad. Savremeni racunarski
sistemi mogu biti veoma razli¢iti, pofev od jednostavnih mikrokontrolera koji obavljaju
jednostavne nadzorne funkcije, preko personalnih ra¢unara i radnih stanica koji se Kkoriste za
obavljanje raznovrsnih aplikacija, slusanja muzike, gledanje filmova i igru, pa do moénih
superraCunara za izvrSavanje kompleksnih prora¢una u fizici, meteorologiji i istrazivanju
svemira.

Sistemi su oblast sistemskog inZenjerstva se bavi modelovanjem kompleksnih sistema
matematickim modelima u cilju njihovog jednostavnijeg opisa i predvidanja njihovog ponasanja.
Primeri takvih sistema su, na primer, modelovanje saobracaja ili modelovanje leta aviona. Takav
matematicki opis sistema omogucava jednostavniju analizu ponasanja sistema u raznim uslovima
bez izvodenja eksperimenta.

Automatsko upravljanje u sistemima je takode jedna od vaznih oblasti elektrotehnike koja
se bavi upravljanjem raznim elektromehani¢kim i1 drugim sloZenim sistemima uz pomo¢
odgovarajuc¢ih modela i algoritama za reagovanje u razli¢itim situacijama.

1.3 Sta je to elektronika?

Oblast elektronike se bavi proucavanjem i konstrukcijom elektronskih elemenata kojima
se kontrolise tok struje i povezivanjem takvih elemenata u slozena kola koja obavljaju zeljenu
funkciju. Osnovni elementi savremene elektronike su diode i tranzistori koji se povezuju u
diskretna ili integrisana kola. Pored toga, elektronika se bavi i projektovanjem elektronskih kola
za odredene namene, razvojem algoritama za projektovanje, razvojem i primenom racunarske
podrske procesu projektovanja, implementacijom elektronskih kola koja realizuju razne metode
potrebne u ostalim oblastima elektrotehnike, itd.

Mada je oblast elektronike stara ve¢ oko 100 godina, ona je u toku svoje istorije imala
izuzetno dinamican razvoj, a takva je i danas. Usled razvoja tehnologije stalno se pronalaze novi
materijali i konstruiSu nove komponente, §to u velikoj meri uti¢e na promenu postupaka
projektovanja. Ve¢ dvadesetak godina je prisutan trend minijaturizacije komponenata i trend
integracije velikog broja komponenata u jedno integrisano kolo. To je omogucilo drastino
smanjenje dimenzija elektronskih uredaja, smanjenje njihove potro$nje, povecanje brzine rada i
povecanje pouzdanosti uredaja. Na primer, jedan od prvih elektronskih ra¢unara ENIAC iz 1947.
godine koji je imao oko 17000 elektronskih cevi i memoriju od svega nekoliko kB, bio je
smesten u prostoriju veli¢ine sportske sale, a njegova potroSnja se merila desetinama kW.
Danasnji raCunari imaju sve vazne performanse najmanje 1000 do 10000 puta bolje. Drugi
karakteristi¢an primer je mobilni telefon koji je pre samo dvadesetak godina, za neuporedivo
losije performanse, imao veli¢inu koja je jedva mogla da stane u automobil.
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2. Osnovni pojmovi o elektricitetu

Poznato je da pojedina tela mogu da budu naelektrisana - da poseduju elektricno
opterecenje (naelektrisanje), i da ta osobina prouzrokuje mnoge efekte koji su vredni izucavanja
1 eksploatacije. Za nepokretno naelektrisanje Cesto se koristi termin staticko naelektrisanje, a za
pokretno naelektrisanje termin elektricna struja.

2.1  Elektri¢no opterecenje - naelektrisanje

Elektri¢no opterec¢enje — naelektrisanje je fundamentalno svojstvo materije, pri ¢emu je
najjednostavnije tumacenje da je naelektrisanje forma wunutraSnje strukture supstancije.
Naelektrisanje moze biti 1 pozitivno 1 negativno, pri ¢emu je nosilac najmanjeg moguceg
negativnog naelektrisanja elektron i iznosi —1.602x10™° C. Vredno je napomene da je proton
jedna od elementarnih Cestica koja je nosilac pozitivnog kvanta naelektrisanja. Moduo
elektricnog optereCenja jednog eclektrona se naziva i elementarno naelektrisanje ili kvant
naelektrisanja. U elektrotehnici baratamo sa mnogo ve¢im naelektrisanjima, pa iz tog razloga
smatramo da je svako prakti¢no naelektrisanje beskonac¢no deljivo na manja naelektrisanja.

Upros¢ena struktura atoma se sastoji od pozitivnog jezgra koje sadrZi protone 1 u vecini
slucajeva neutrone, i elektrona koji kruze oko jezgra po razli¢itim orbitama. U normalnim
okolnostima broj protona jezgra je kompenzovan istim brojem elektrona, pa je atom elektricno
neutralan. Medutim, posto se elektroni iz najudaljenijih orbita mogu na razne nacine odvojiti od
atoma, atom moze imati deficit elektrona - kaze se da je pozitivno naelektrisan (tada se naziva
jon). I joni i elektroni se pod odredenim uslovima mogu kretati i formirati elektri¢nu struju.

Ako celo telo pored neutralnih sadrzi i atome sa deficitom elektrona onda i celo telo ima
deficit elektrona - kaZze se da je pozitivno naelektrisano. U suprotnom, ako celo telo pored
neutralnih sadrZi 1 atome sa viSkom elektrona onda 1 celo telo ima viSak elektrona - kaze se da je
negativno naelektrisano.

Fizicka veli¢ina kojom se kvantifikuje naelektrisanje naziva se koliina naelektrisanja,
uobicajeni simbol je g, a jedinica je Kulon (C). lako je gramaticki nepravilno, u literaturi se ¢esto
za koli¢inu naelektrisanja koristi samo imenica naelektrisanje, pa se ¢ak i za naelektrisanu
Cesticu koristi imenica naelektrisanje. Srecom ne moze do¢i do zabune jer je uvek prisutna
merna jedinica i jasan kontekst upotrebe.

Unutar atomske strukture nekog elektrotehnickog materijala, nosioci naelektrisanja
mogu imati razli¢itu pokretljivost. Na osnovu pokretljivosti nosilaca naelektrisanja, razlikuju se
tri osnovne vrste elektrotehnic¢kih materijala:

e Materijal kod kojeg su elektroni lako pokretljivi naziva se provodnik. Tipi¢ni provodnici
su metali: srebro, zlato, bakar, aluminijum, itd. Kod metala elektroni iz spoljasnjih orbita
atoma mogu lako napustiti atome. Takvi elektroni se nazivaju slobodni elektroni i oni
omogucavaju lako uspostavljanje elektricne struje.

e Materijal kod kojeg su elektroni slabo pokretljivi naziva se izolator ili dielektrik. Tipi¢ni
izolatori su nemetali: staklo, plasticne mase, keramika, guma, itd. Naelektrisanje koje se
dovede na izolator ostaje nepokretno i naziva se staticki elektricitet. Dielektri¢ni
materijali se Cesto koriste za izolovanje provodnika da bi se sprecio kratak spoj 1
uspostavljanje destruktivne struje izmedu njih.

e Poluprovodnici su takvi materijali koji se pod odredenim fizickim okolnostima mogu
ponasati i kao provodnici i kao izolatori, $to je jako bitno za algoritamsko kontrolisanje i
upravljanje strujom, naponom i elektricnom energijom. Najvazniji poluprovodnici su
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silicijum, germanijum, galijum arsenid, itd. Poluprovodni¢ki materijali su osnov
savremene elektronike.

Fizicke veli¢ine kojima se opisuje mera suprotstavljanja kretanju nosilaca elektriciteta
kroz elektrotehnicke materijale su otpornost i provodnost, i bi¢e kasnije kvantitativno
definisane. Provodnici imaju malu otpornost, dok izolatori imaju veliku otpornost. Na primer,
otpornost bakra je oko 10% puta manja od otpornosti kvarca istih dimenzija.

2.2 Osnovi elektrostatike

Deo elektrotehnike koji se bavi interakcijom nepokretnih naelektrisanih tela i zakonitostima koje
tu vladaju, naziva se elektrostatika.

2.2.1 Elektrostati¢ka (elektri¢na) sila - Kulonov zakon

Intenzitet sile u vakumu izmedu dva nepokretna naelektrisana tela, koja su dovoljno mala
u odnosu na njihovo rastojanje (pa se nazivaju i tackasta naelektrisanja), opisana je slede¢om
jednacinom:

F — l |ql(32| — k |ql?2| (2.1)
dng, T r

gde je g dielektri¢na konstanta vakuma @y i ¢, predstavljaju veli¢ine naelektrisanja (u C), a r
njihovo medusobno rastojanje (u m). Ova relacija se naziva Kulonov zakon u vakumu, a sila se
zove 1 elektrostaticka sila. Vektor sile je definisan prirodom naelektrisanja: ako su naelektrisanja
istog znaka naelektrisanja se odbijaju, a ako su naelektrisanja suprotnog znaka naelektrisanja se
privlace, Sto je ilustrovano na slici 2.1

fy’ g, <0 Slika 2.1. Vektori sila: Fi; je sila
2 kojom telo 1 deluje na telo 2, a

—_—

F21 sila /1 je sila kojom telo 2 deluje
1 na telo 1.
O/
g, >0

FiziCka konstanta €& se jo$ naziva apsolutna dielektricna konstanta ili permitivnost
vakuma, i to je fundamentalna konstanta definisana u Sl sistemu kao o= 8.85x10** F/m (Farada
po metru). Ceo izraz (47‘580)71 se moze unapred izraCunati i1 zameniti konstantom
(4meg) ™t = k = 8.99x10% Nm?/C2.

Ukoliko se tela nalaze u sredini koja nije vakum, tada se umesto dielektri¢ne konstante
vakuma koristi dieletri¢na konstanta sredine koja iznosi € = &g &, gde je & relativna dielektricna
konstanta te sredine i predstavlja meru odstupanja sredine od vakuma. Za vazduh i neke gasove
vazida je gr ~ 1 => £ ~ &.
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U tom slucaju je sila definisana sa

1o 1 |ag K |ag
A |122|:_|122| 2.2)

F= =
Are 1 Are.gy T e r

r

Primer 2.1.

Dva tela ¢ije maksimalne dimenzije ne prelaze 1cm, nalaze se na rastojanju od 4m. Prvo
telo sadrzi viSak od 10° elektrona dok drugo ima manjak od 2-10° elektrona.
a) Kakvom 1 kolikom ¢e silom delovati tela jedno na drugo ako se nalaze u vakuumu?
b) Ukoliko se tela nalaze u sredini ¢ija je relativna dielektricna konstanta jednaka 2, kolika je sila
u tom slucaju?

Resenje:

a) Naelektrisanje prvog tela iznosi q; = — 10° - 1.6:10"° = — 1.6:10"° C, dok je
naelektrisanje drugog tela g, =2-10°-1.6.10°=3.2.10" C.

Sila koja deluje izmedu tela je privlacna zato §to su naelektrisanja suprotnog znaka, a
posto su dimenzije tela mnogo manje od rastojanja izmedu njih, mozZe se smatrati da je u pitanju
sila izmedu tackastih naelektrisanja, i ona iznosi

Fo= 0102/ (4gomr®) = 2,88-107 N;
b)
F=q0x/ (4ganr’) =Fol §=1,4410" N

2.2.2 Elektri¢no polje. Jacina elektri¢nog polja

Fizicko polje je oblik materije 1 kao takvo predstavlja fundamentalni pojam u fizici.
Klasi¢na fizika poznaje 4 vrste polja u prirodi: polje jake sile, polje slabe sile, gravitaciono polje
i elektromagnetsko polje. Elektri¢no polje je jedan od pojavnih oblik elektromagnetskog polja.
Ako je elektriéno polje posledica naelektrisanja koja se ne krecu, onda se kaze da se radi o
elektrostatiCkom polju. U nastavku ¢emo se baviti takvim vidom elektri¢nog polja.

Opisna definicija elektricnog polja je da je ono posebna materijalnosti prostora u okolini
naelektrisanih tela, koja se manifestruje u pojavi mehanicke sile koja deluje na probnu
naelektrisanu Cesticu unesenu u taj deo prostora. Dakle, u okolini svakog naelektrisanog tela
postoji elektricno polje. Jedna od fizickih veli¢ina kojom se opisuje elektricno polje je jacina
elektricnog polja koja se definiSe kao koli¢nik sile koja deluje na probno tackasto naelektrisanje 1
koli¢ine naelektrisanja Aq na njemu:

Ag | m

Pravac i smer sile se poklapaju sa smerom sile koja deluje na probno tackasto naelektrisanje, a
jedinica je volt po metru.

Kada je u pitanju nepokretno tackasto naelektrisanje ¢, ono u svojoj okolini stvara
elektri¢no polje intenziteta:
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E=k-I, (2.4)

2

-

tako da je sila koja deluje na probno tackasto naelektrisanje u njegovoj okolini jednaka

A
F:AqE:kqﬁq. (2.5)

U ovom sluc¢aju vektor elektricnog polja je razliit u svakoj tacki prostora: ukoliko su tacke koje
se porede na istom rastojanju od tackastog naelektrisanja, intenzitet vektora E ¢e biti isti ali nece
biti isti pravac i smer; ukoliko se posmatraju tacke prave koja prolazi kroz tackasto
naelektrisanje, pravac i smer mogu biti isti, ali intenzitet ne¢e da bude isti i zavisi¢e od rastojanja
posmatrane tacke od tackastog naelektrisanja. Ako elektricno polje u nekom delu prostora nema
u svakoj tacki jednak vektor, za takvo polje se kaze da nije homogeno.

Kako je jacina elektricnog polja vektor, za analizu problema u kojima je ono involvirano
koriste se vektorska algebra i analiza. A kada su u pitanju linearne sredine koristi se i princip
superpozicije, koji je poznat pod mnogim drugim imenima i rutinski se primenjuje u raznim
oblastima matematike i fizike bez posebnog definisanja. Princip superpozicije u slu¢aju jacine
elektricnog polja formuliSe da je jacina polja u nekoj tacki prostora, a u okolini vise
naelektrisanih tela, jednaka vektorskom zbiru jecina polja koje proizvodi svako telo ponaosob.
Sa druge strane, princip superpozicije se ¢esto primenjuje i u suprotnom smeru, na primer da je
elektri¢no polje u okolini tackastog naelektrisanja jednako polju koje bi u svojoj okolini stvaralo
viSe taCkastih naelektrisanja postavljenih u istu tacku prostora kao i originalno tackasto
naelektrisanje, a da je pri tome ukupna koli¢ina naelektrisanja u oba slucaja jednaka.

Primer 2.2

U 5 temena pravilnog Sestougla ABCDEF nalaze se naelektrisanja od 3uC, slika 2.2, dok
se u samo jednom temenu nalazi naelektrisanje —1uC. Odrediti ja¢inu, pravac i smer vektora
elektri¢nog polja u preseku dijagonala. Stranica je duzine lcm, a Sestougao se nalazi u gasu
relativne dielektricne konstante &, =1.3.

Resenje:

Zadatak se jednostavno resava primenom principa superpozicije. Neka je centar Sestougla
postavljen u koordinatu (0,0) koordinatnog sistema i neka se teme sa —1uC nalazi na pozitivnom
delu x ose. Tada se to naelektrisanje moze matemati¢ki predstaviti kao dva nezavisna
preklopljena naelektrisanja od —4uC i 3uC:

—1puC =—4puC + 3 uC,

Na osnovu toga sistem se moze predstaviti kao superpozicija dva sistema:
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Slika 2.2 Superpozicija naelektrisanja

Na osnovu toga vektor E se moze naci superpozicijom dva slucaja:

e Prvi slucaj: u svim temenima se nalaze naelektrisanja od 3uC i tada je rezultantno
polje koje se dobija kao vektorski zbir pojedinacnih polja u centru jednako nuli.

e Drugi sluc¢aj: samo u jednom temenu se nalazi naelektrisanje od —4puC, dok je u
ostalim temenima naelektrisanje 0, i tada je rezultantno polje u centru jednako

1 [#107C _k410°c_910°m 410°C .,V
Are e, (1072m)2 g, 10*m? 1.3 F 10“m? ' m’

sa pravcem i smerom po x osi orijentisano od (0,0) ka naelektrisanju od —4uC . Ukupno polje se
dobija kao zbir rezultata u prethodna dva slucaja §to iznosi 27.7-10"V/m.

2.2.3 Homogeno elektri¢no polje

Posebno je interesantan slucaj elektricnog polja izmedu dve ravne paralelne ploce
(elektrode) razdvojene dielektrikom debljine d. Takva struktura se naziva plocasti kondenzator.
Neka je povrsina ploca S, njihove koli¢ine naelektrisanja +q i —(, a napon (potencijalna razlika)
izmedu ploc¢a U. Ukoliko je rastojanje izmedu plo¢a mnogo manje od najmanje dimenzije ploca,
tada je vektor jaCine elektricnog polja usmeren pod pravim uglom od pozitivne ka negativnoj
elektrodi 1 u meduprostoru ploca iznosi priblizno:

qg U
E=—1L-= 2.6
r (2.6)

gde je &€ = gogr dielektricna konstanta materijala. Dakle, elektriéno polje u takvom plocastom
kondenzatoru moze da se tretira kao homogeno.

2.2.4 Linje elektri¢nog polja (linije sile elektri¢nog polja)

Za laksu vizuelizaciju elektriénog polja koriste se linije (sile) elektricnog polja. To su
zamiSljene krive linije po kojima bi se, pod dejstvom elektri¢ne sile u elektricnom polju kretalo
pozitivno tackasto naelektrisanje. Vektor E je uvek tangentan na liniju elektricnog polja. Linije
pocinju iz pozitivnih naelektrisanja (ili o) 1 zavrSavaju se u negativnim naelektrisanjima (ili o),
1 uvek su normalne na povrsinu savrSenog provodnika. Gustina linija elektri¢nog polja srazmerna
je jacini elektricnog polja. Homogeno elektricno polje se predstavlja paralelnim i podjednako
gustim linijama. Na slici 2.2 prikazane su linije polja E za nekoliko elementarnih slucajeva.
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Slika 2.2: Linije elektricnog polja sistema od dva tackasta naelektrisanja: a) usamljena tackasta
naelektrisanja iste vrednosti; b) dva tackasta naelektrisanja iste apsolutne vrednosti; ¢) dva tackasta
naelektrisanja istog znaka ali razli¢ite vrednosti; d) dva tackasta naelektrisanja razli¢itog znaka razlicitih
apsolutnih vrednosti

2.2.5 Pojam elektri¢nog potencijala i napona. Rad u elektricnom polju.

Ako se naelektrisano telo nalazi u elektricnom polju, na njega deluje elektricna sila
opisana sa (2.5). Ako se telo pri tom pomera pod dejstvom elektricne sile, tada ta sila vrsi
pozitivan rad. Svakako, rad se vr$i na racun promene potencijalne energije. Posmatrajmo sad
probno tackasto naelektrisanje Aq unutar polja E, slika 2.3.

!

Slika P2.3. Kretanje tackastog
naelektrisanja od tacke A do tacke B
unutar elektri¢nog polja E pod
dejstvom sile F.

mi
vy

>

q

-j\
\4

A\

A

Ako se tackasto naelektrisanje kre¢e sporo duz putanje AB, elementarni rad AA; koji se
izvrsi prilikom pomeranja duz dovoljno kratkog pravolinijskog segmenta Al;iznosi

AA ZﬁnaAq H:AQEH, (27)
gde je H vektor pomeraja. Tada je ukupni rad koji se izvr$i duz putanje AB jednak
A=Y AA =AQ> E-Al (2.8)
i=1 i=1
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Proizvod vektora E i vektora Alju jednacini (2.8) je skalarni proizvod vektora i on iznosi
E-Al, =E-Al -cos@, (2.9)

gde je 6; ugao izmedju vektora E i vektora Al; . Kada kada n —o, Alj—dI, tada i suma u
jednacini (2.8) postaje integral:
B

A=Aq-IEH. (2.10)

A

Integral u prethodnoj formuli je konturni integral ¢ije reSavanje u opStem slucaju zahteva
poznavanje vektorske analize koja se izuava u Matematici IIl. U jednostavnijim geometrijskim
slucajevima, a koji se Cesto srecu u inzenjerskoj praksi, taj integral se lako svodi na skalarni
odredeni integral.

Prethodni integral moze da se napise i na slede¢i nacin:

R R
A:Aq-[IE-cﬂ—IE-aj, @11)
A B

Gde je R proizvoljno izabrana referentna tacka u prostoru. Pri tome integral
R
V,=[E-di, (2.12)
A

predstavlja fizicku veli¢inu koja se naziva potencijal elektricnog polja u tacki A, dok integral

R
Ve =[E-di, (2.13)
B

predstavlja potencijal elektricnog polja u tacki B.

Kako je referentna tacka proizvoljno izabrana u prostoru, potencijal elektri¢énog polja je u
sustini neodredeni integral, dakle potencijal kao fizicka veli¢ina je skalar relativan u odnosu na
referentnu tacku. Sada se izraz (2.11) moZe napisati uproséeno:

A=Aq-(V,—V5)=A0-U g, (2.14)

pri ¢emu razlika potencijala izmedu tacaka A i B predstavlja fizicku veli¢inu koja se naziva
elektricni napon izmedu tacaka A i B ili potencijalna razlika izmedu tacaka A i B. Jedinica za
elektri¢ni potencijal i elektri¢ni napon je Volt (V).

Zbog jednostavnosti je uobicajeno da se za referentnu tacku R uzima tacka u prostoru za
koju se usvaja da je vrednost potencijala jednaka nuli. Pri tome su napon Uag i potencijal Va
identi¢ni ukoliko je Vg = Vg = 0. Pokazuje se jo$ da rad ne zavisi od putanje ve¢ samo od krajnjih
tacaka kretanja.

Nezavisnost od oblika integracione putanje sugerise i da je napon u stvari jednak promeni
elektricne potencijalne energije W jedinicnog naelektrisanja, iz Cega dalje proizilazi da je
potencijalna energija probnog tackastog naelektrisanja Aq unutar polja E u nekoj tacki prostora,
na primer B, jednaka proizvodu potencijala elektri¢nog polja u tacki B i AQ:

W, =Aq-V, (2.15)
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Primer 2.3.

Odrediti izraze za potencijalnu energiju i1 potencijal tackastog naelektrisanja Aq U
elektricnom polju tackastog naelektrisanja (o na rastojanju r od njega. Sredina je vakum.

Resenje:

Oznacdimo sa X rastojanje od tackastog naelektrisanja qo. Tada je jadina elektricnog polja
koje potice od naelektrisanja go na rastojanju x od njega jednaka:

E =kq—g. (2.16)
X

Ako se kao referentna usvoji tacka u beskonacnosti gde je vrednost jacine polja jednaka
nuli, prema (2.12) potencijal na rastojanju r od tela jednak:

0

—kd (2.17)

V(r):jk%dx:—k% r

X

r

Potencijalna energija probnog tackastog naelektrisanja AQ na rastojanju r od tackastog
naelektrisanja o iznosi:

W (AQ,r) = AQ-V/(r) = k%. (2.18)

Napomena: Potencijal elektri¢nog polja je skalarna veli¢ina. Iz tog razloga je potencijal u
nekoj tacki polja jednak algebarskom zbiru potencijala koje bi generisali pojedinacni izvori
polja. U slucaju n tackastih naelektrisanja g; od kojih je svako na rastojanju r; od posmatrane
tacke A u prostoru ¢iji se potencijal posmatra, tada je

0

L (2.19)

Vi=k), :
i=1 b

Primer 2.4
Na rastojanju Ry od fiksiranog taCkastog naelektrisanja qo > O nalazi se tackasto
naelektrisanje g; > 0, mase m. AKo Q; iz stanja mirovanja po¢ne da se krece i prede put 100 R,

kolika mu je brzina nakon celog predenog puta, ako je sredina u kojoj se sistem nalazi gas
relativne dielektri¢ne konstante g = 2?

Resenje:

Kinetic¢ka energija (i dobija se kao razlika potencijalnih energija pre pocetka kretanja i na
kraju predenog puta, bez obzira na oblik putanje:
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WK:m'U :WPl—WPQZ 1 ql'Rqo_ 1 ql.q0% 1 ql.qo
2 dre - ¢ 47T€0 "€ 100R 47T€0 = R

0 r

1z prethodnog izraza proizilazi da je trazena brzina

v~ 2 9 4,
dm-m-e;-¢ R .

Greska ovog pribliznog reSenja je 1% jer je zanemarena potencijalna energija na
rastojanju od 100R.

Primer 2.5

Kuglica mase m = 0.4 g naelektrisana je sa q = 5-10° C i obe$ena je o neistegljivu nit
zanemarive mase i duZine | = 20 cm. AKko se sistem nalazi u elektrinom polju E= 10° V/m
plocastog kondenzatora, slika 2.4, koliki je ugao a i kolika je razlika potencijala tacaka 11 2?

+ —

I

| Slika P2.4. Naelektrisana kuglica u
: a homogenom elektri¢nom polju
® 2 plocastog kondenzatora
1

Resenje:

Kulonova sila koja deluje na kuglicu iznosi F = E- q = 10°5-10° = 5.10 N. TeZina
kuglice je jednaka G = mg = 0.4-102.9.81 ~ 40-10™ N. Na osnovu toga je tg « = F/G = 0.125,
pa je o = arctg(0.125) = 7°. Sve tacke unutar kondenzatora na vertikalnoj pravoj koja prolazi
kroz tacku 2 su na istom potencijalu kao i taka 2, pa se rastojanje d od tacke 1 do te prave
dobija iz izraza sin a=d/l =d =1sin .

TraZzeni napon: U, = EA=E -1-sin a= 10° 0.2 -sin7°=2440 V.

2.2.6. Energija kondenzatora

Energija kondenzatora je potencijalna energija elektricnog polja u kondenzatoru. Do nje
se moze doci preko odredivanja rada potrebnog da se kondenzator naelektriSe. Elementarni rad
AA koji uloze eksterne sile da pomere pozitivno probno naelektrisanje Aq iz tacke a u tacku b dat
je izrazom 2.14. Ako je tacka a na negativnoj elektrodi kondenzatora, a tacka b na pozitivnoj
elektrodi kondenzatora, tada je Ugp, istovremeno i napon na kondenzatoru: Uy, = Uc. Pri tome se
napon na kondenzatoru poveéa za AqQ = C- AUc. Dakle jednacina 2.14. moze da se napiSe u
slede¢em obliku:
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AA=C-U_-AU, (2.20)
Prelaskom na infitezimalne veli¢ine AA — dA i AUc — dUc, dobija se izraz:

dA=C-U.-dU, (2.21)
Na pocetku procesa kondenzator je bio prazan i napon na njemu je bio nula. Stoga je i1 pocetni

rad bio nula. Na kraju procesa kondenzator je napunjen na napon Uc, a ukupan ulozeni rad je
jednak potencijalnoj energiji kondenzatora Wc:

WC UC
[da=]c-u;-dug (2.22)
0 0
Dakle:
1.2
W =2 CU¢ (2.23)

Ako se uzmu u obzir relacije koje povezuju napon, naelektrisanje i kapacitivnost, dobijaju se
ekvivalentne relacije za energiju kondenzatora:

1 1
W, ==CUZ ==QU, =——Q°, 2.24
c=5CUc=5QUc =--Q (2.24)

pri ¢emu je Q krajnje naelektrisanje kondenzatora.

2.2.7. Provodnici u elektriénom polju

Ako se u elektricno polje unese provodnik, na primer metalni predmet, na pokretljive
nosioce naelektrisanja, u ovom slucaju elektrone, delovace elektri¢na sila. Kako provodnik nije
povezan u elektricno polje, elektroni ne¢e moc¢i da napuste provodnik i nagomilace se na jednom
kraju provodnika ostavljajuci deficit elektrona na drugom kraju provodnika, slika 2.5.

2 Slika 2.5. Provodnik u
- > elektriénom polju

Na kraju procesa nagomilavanja prestace kretanje elektrona: uravnotezZi¢e se elektri¢ne
sile kojima spoljasnje polje deluje na elektrone i unutrasnje sile koje su nastale nagomilavanjem
elektrona na jednom kraju provodnika, tako da ¢e rezultantna sila na elektrone biti ravna nuli.
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Samim tim je elektri¢no polje unutar provodnika postalo jednako nuli, $to posledi¢no znaci da ce
sve tacke provodnika biti na istom potencijalu.

2.3 Konstantna elektri¢na struja

2.3.1 Pojam elektri¢ne struje

Elektricna struja je jedan od osnovnih pojmova u elektrotehnici i predstavlja meru
koli¢ine elektriciteta koja se pomerila u jedinici vremena. Pomeraj naelektrisanja moze se vrsiti
na razli¢ite naine. Kod metalnih provodnika, mehanizam pomeranja je kretanje slobodnih
elektrona. U rastvorima mehanizam pomeranja je kretanje pozitivno ili negativno naelektrisanih
jona, kao Sto je to slucaj u elektrohemijskim baterijama ili u postupku galvanizacije. U
poluprovodnicima naelektrisanje se kre¢e kretanjem slobodnih elektrona ili Supljina koje su
nosioci pozitivnog naelektrisanja.

Uobicajena oznaka za struju je | ukoliko se radi o konstantnoj struji, ili i=i(t) ukoliko se
radi o promenljivoj struji. Jedinica za struju je Amper (A) i predstavlja pomeraj od 1 C/s. Po
konvenciji se uzima da smer struje odgovara smeru kretanja pozitivnog naelektrisanja.

Prosec¢na (srednja) struja | se definiSe kao koli¢nik ukupnog pomerenog naelektrisanja Aq
i vremenskog intervala u kome se vrsi taj pomeraj At:

Aq
| =— 2.25
At (2.25)

S druge strane, trenutna struja i(t) se definise kao brzina promene naelektrisanja, odnosno
prvi izvod koli¢ine elektriciteta po vremenu:

i(t) = % (2.26)

U sluc¢ajevima kada se struja sastoji od kretanja dva tipa nosilaca, trenutna struja se moze
izraziti i na sledeci nacin:

j—dd_dq’+dqg. 2.27)
dt dt

gde je dg” pomereno inkrementalno pozitivno naelektrisanje dok je dg~ pomereno
inkrementalno negativno naelektrisanje.

U elektrotehnici se srecu vrlo razli¢ite vrednosti struje. Struja kod munja i gromova je
reda nekoliko desetina hiljada ampera. U industrijskim pogonima i elektri¢nim vozilima struje su
reda stotinu ampera. Uredaji u domacinstvu obi¢no rade sa strujama u opsegu od 0.5 A do 16 A.
U elektronskim kolima struje su reda mA, pA ili nA. U raznim mernim uredajima u fizici struje
mogu biti vrlo male, reda pA (102 A), kolike su i struje izmedu nervnih ¢elija kod Zivih bica.
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2.3.2 Napon

Kao $to smo videli, razlika potencijala ili napon predstavlja potencijalnu energiju po
jedinicnom naelektrisanju. Posmatraju¢i inkrementalne promene energije i1 naelektrisanja,
trenutna vrednost napona se moze definise kao:

d
v(t) = 90 w(q(t)) (2.28)

Preko energije definicija za napon od jednog volta je energija od 1 J, koja je potrebna za
pomeraj pozitivnog naelektrisanja od 1 C u elektrostatiCkom polju.

Napon se u fizici i teorijskim disciplinama elektrotehnike obi¢no oznacava sa U ili
u = u(t) sto smo koristili u dosadasnjim izlaganjima. Madjutim, ¢e$¢a oznaka za napon u
elektronici je ista kao i za potencijal, V ili v = v(t), i u tekstu koji sledi pretezno ¢emo koristiti
takvu oznaku.

2.3.3 Referentni smerovi i polariteti

Prilikom analize mehanickih sistema uvek se koristi neki koordinatni sistem koji definiSe
Sta se podrazumeva pod pozitivnim smerom. Sli¢na situacija je i u analizi elektri¢nih pojava, gde
je vrlo vazno da potencijali, naponi i struje u kolu budu tako definisani da se lako moze odrediti
koja je od tacka na visem a koja na nizem potencijalu, ili koji je stvarni smer neke struje.

Na slikama 2.6 a) i b), dat je objekat imenovan sa Kolo, i koji se na primer satoji od vise
povezanih elektricnih elemenata, i koje u sadejstvu mogu da izmedu tataka A i B generiSu
potencijalnu razliku. Taj objekat ¢emo nazvati samo kolo ili elektricno kolo, i za sada cemo
koristiti inuitivnu predstavu i tog objekta, kao i intuitivnu predstavu pojma elementa. Formalniji
opis ¢e biti dat u narednim poglavljima. Na slici 2.6 b) prikazano je kolo povezano sa eksternim
elementom preko dva provodnika.

Na slici 2.6 a) sa V je oznaCen napon izmedu tacaka A i B. Znaci + i — oznacavaju
referentni smer napona V. Ako je V > 0, onda je tacka sa oznakom + (A) na viSem potencijalu od
tacke sa oznakom — (B), ako je V <0, onda je tacka sa oznakom + (A) na niZem potencijalu od
tacke sa oznakom — (B). Znak — se ne mora pisati, tada se on implicitno podrazumeva. Referentni
smer napona se moze proizvoljno usvojiti. Neka je, na primer, na slici 2.6 a) vrednost napona V
=3V, §to znaci da je potencijal tatke A veci za 3 V od potencijala tacke B. Ako bi se referentni
smer usvojio tako da + bude kod ta¢ke B, onda bi vrednost napona V bila V = -3 V, §to ima isto
znacenje kao u prethodnom slucaju.

v Kolo Kolo

a) b)

Slika 2.6: Oznacavanje polariteta napona i referentnog smera za struju. Blok imenovan kao Kolo je sistem
povezanih elektriénih komponenti koje mogu da izmedu ta¢aka A i B generiSu potencijalnu razliku.
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Na slici 2.6 b) je strelicom oznacen referentni smer za struju I, tako da ona proti¢e od
tatke A, kroz element kola, do tacke B. Ako je |1>0, onda je stvarni smer struje isti sa
referentnim smerom, a ako je 1 <0, onda je stvarni smer struje suprotan referentnom smeru.
Neka je I = 4 A. Onda je stvarni smer struje identi¢an sa nacrtanim referentnim smerom, a
amplituda struje je 4 A. Ako bi pretpostavljeni referentni smer bio suprotan nacrtanom, tada bi
vrednost struje bila | = —4 A, pa bi stvarni smer struje bio suprotan referentnom, odnosno isti kao
u prvom slucaju.

lako referntni smerovi napona i struja u nekom sistemu mogu biti proizvoljni, iz
prakti¢nih razloga je za pojedine elemente u elektricnom sistemu opravdano definisati i koristiti
usaglasene referentne smerove napona i struje. Kod usaglasenih smerova napona i struje nekog
elementa, referntni smer struje je orjentisan od tacke viSeg ka tacki nizeg referentnog potencijala,
primer je sl. 2.6 b). Ako se podrazumevaju usaglaseni referntni smerovi, onda je dovoljno da se
orijentiSe i oznaCava jedna veli¢na jer se orijentacija druge podrazumeva. lzuzetak od pravila
usagalaSavanja je u slucaju generatora (pojam generatora za sad koristimo intuitivno), kod njih
je prakticnije koristiti neusaglasene smerove.

Dakle, cilju sistematske analize ili sinteze elektri¢nih kola, neophodno je specificirati
vrednost i referentni smer bilo kog napona ili struje u kolu. Veli¢ine date bez referentnog smera
su nekompletne, jer definiSu samo algebarske vrednosti odgovarajucih veli¢ina, a ne i njihove
smerove, pa su samim tim i neupotrebljive.

2.3.4 Energija i snaga

Energija i snaga su izuzetno vazni pojmovi u prakti¢noj i teorijskoj elektrotehnici.
Prilikom analize elektri¢nih kola u elektronici se sre¢emo sa elementima koji primaju energiju
od kola ili predaju energiju kolu. Pri tome se brzina promene energije nekog elementa u kolu
opisuje snagom. Snaga se definise kao brzina promene energije:

_dw_dwdq_, (2.29)
dt dq dt
Prethodna jednacina pokazuje da se snaga na elementu kola moze predstaviti proizvodom
napona na elementu i struje kroz element. PoSto napon 1 struja mogu biti vremenski promenljivi,
snaga se takode moze menjati sa vremenom i onda se oznacava sa p(t).
Kako neki elemet moze primati energiju od ostatka kola, ili predavati energiju ostatku
kola, prakticno je definisati pojmove ulazne i izlazne snage.

A
it) +

Kolo v(®)

B

Slika 2.7: Konvencija za oznac¢avanje polariteta pri izrac¢unavanju ulazne ili izlazne snage.
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Trenutna ulazna snaga, ilustrovano primerom elementa vezanog izmedu tacaka A i B sa
sl. 2.7, pri usaglasenim smerovima napona i struje, jednaka je

p(®) =v(1)-i(1) (2.30)

Ako je ulazna shaga pozitivna tada element prima energiju od ostatka kola, a ako je
ulazna snaga negativna, tada element predaje energiju ostatku kola.

U slucaju generatora koji su namenjeni da predaju energiju ostatku kola, prakti¢nije je
koristiti izlaznu snagu, koja se dobija kao proizvod medusobno neusaglasenih smerova napona i
struje. Pri tome, ako je izlazna snaga pozitivha, generator predaje energiju ostatku kola. U
primeru sa slike 2.7, izlazna snaga kola je jednaka ulaznoj snazi elementa.

Rad koji se izvr$i na ratun promene energije nekog elementa od trenutka t; do trenutka t,
moze se odrediti integracijom jednacine za ulaznu snagu kao:

Wztfpdt:tjv-idt (2.31)

4 4

Energija koju neki elemet prima od ostatka kola saglasno jednacini 2.31 moze da se
skladisti (akumulira) u tom elemetu u vidu neke forme elektromagnetske energije, da se pretvori
u toplotnu energiju, ili ¢ak da se pretvori u neku trecu vrstu energije, $to je na primer slucaj kod
jednosmernog motora gde se radi o mehanickoj energiji.

Ako je ulazna snaga nekog elektricnog elemeta nenegativna takav elememt samo moze
da prima energiju od ostatka kola i za njega se kaze da je pasivan. Ako elemet nije pasivan, onda
je aktivan. Komponente koje mogu samo predavati energiju ostatku kola, kao §to su na primer
generatori, pripadaju Klasi aktivnih komponeti.

Neke komponente, kao Sto je na primer kondezator, mogu pod odredenim uslovima
vracati akumulisanu energiju nazad ostatku kola, i takve komonente se nazivaju reaktivne
kompnente.

Pasivnost definisana na prethodni nacin je tzv. termodinamicka pasivnost, koristi se u
fizici i teorijskoj elektrotehnici, i obuhvata elektri¢ne objekte i elmente koji mogu imati i vise od
dva prikljucka. U elektronici koja se bavi obradom signala pojam pasivnosti i aktivnosti se
definiSe na drugi nac¢in. Ukoliko elektricna komponenta ima sposobnost povecanja elektricne
veli¢ine (struje, napona, potencijala, snage), bez obzira na ukupan utrosak energije, takva
komponenta se uopStemo zove pojacavac ili aktivna komponeta. U suprotnom je u pitanju
pasivha komponeta. Po toj definiciji primer pasivnih komponenti su generatori, kao i otpornici i
kondenzatori.

2.4.  Osnovni pojmovi o0 magnetskom polju
2.4.1. Pojam magnetskog polja i magnetske sile

Magnetsko polje je samo jedan vid ispoljavanja elektromagnetskog polja. Istorijski
posmatrano mnoga drevna drustva znala su za neke efekte magnetskog polja. Prvi efekti su
zapazeni kod nekih ruda, za koje sad znamo da u sebi sadrze feromagnetske elemente kao Sto su
gvozde, nikal itd. Komadi takvih ruda su se ponasali kao stalni magneti koji su se medusobno
privlacili ili odbijali, 1 koji su privlacili predmete sacinjene od feromagnetskih materijala. Mnogo
kasnije je primeceno da stalni magneti deluju na provodnike sa strujom, kao i da provodnici sa
strujom deluju silama jedni na druge. Na osnovu toga je zakljueno da je u pitanju fizicko polje
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koje se manifestuje silom koja deluje na provodnik kroz koji tece struja, ako se pri tome iskljuce
dejstva drugih sila, na primer gravitacione ili Kulonove.

Jedna od osnovnih fizickih veli¢ina kojom se kvatifikuje magnetsko polje je vektor
magnetske indukcije B, jedinica Tesla:

17=2N 2.32)
A-m

Koriste¢i vektor magnetske indukcije, definiSe se mera uzajamnog delovanja
magnetskog polja i provodnika sa strujom: u posmatranoj tac¢ki prostora magnetska sila koja
deluje na pravolinijski segment provodnika Al kroz koji protice struja | je proporcionalna
vektorskom proizvodu magnetske indukcije B i vektora koji se prdruzuje segmentu provodnika
da bi se uzeo u obzir smer struje:

AF =1-AlxB, (2.33)

Intenzitet vektora koji definiSe segment provodnika je jednak duzini tog segmenta dok mu je
smer odreden smerom protoka struje. Ukoliko je ugao izmedju segmenta provodnika Al i vektora
B jednak ¢, tada je intenzitet magnetske sile jednak

AF =1-Al-B-sing. (2.34)
2.4.2. Lorencova sila

Posto magnetska sila deluje na provodnik kroz koji protice elektricna struja, lako je
zakljuciti da ta sila u stvari deluje na pokretna naelektrisanja u provodniku. Ako se razmotri
jedna pokretna naelektrisana Cestica tada na nju u posmatranoj tacki unutar magnetskog polja
deluje Lorencova sila koja je proporcionalna koli¢ini naelektrisanja Cestice, njenoj brzini i
vrednosti magnetske indukcije u toj tacki. Smer sile je pri tome normalan na ravan koju definiSu
vektori brzine v i vektor magnetske indukcije B, saglasno pravilu vektorskog proizvoda:

F =qvxB. (2.35)

Pri tome se podrazumeva da dejstva drugih fizickih polja na Cesticu ne postoje. Na ovaj nacin se
posredno preko konstatovane sile F na pokretno naelektrisanje q koje se krece brzinom v
konstatuje i postojanje magnetskog polja indukcije B. Kako se radi o vektorskom proizvodu,
intenzitet sile iznosi

F =qvBsina, (2.36)
gde je a ugao koji zaklapaju vektori B i v.

2.4.3. Linije vektora B

Linije magnetskog polja predstavljaju metod za njegovu vizuelizaciju. U slu¢aju vektora
B linije vizuelizuju pravac smer i intenzitet. Svaka od linija formira zatvorenu konturu iako to
ne mora uvek da se vidi zbog ogranicenosti prostora na slici. U slucaju stalnog magneta koji
uvek mora da ima severni (N) 1 juzni pol (S), linije izlaze iz severnog pola, savijaju se oko
magneta i poniru u juzni pol, slika 2.8.
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Slika 2.8. Stalni magnet i linije njegovog magnetskog polja

Vektor B u proizvoljnoj tacki prostora je tangentan na liniju polja u istoj toj tacki, dok je
intnezitet vektora B proporcionalan gustini linija.

2.4.4. lzvori magnetskog polja

Stalni magneti kao izvor magnetskog polja je nesto $to je svima opste poznato, i stalni
magneti imaju izuzetno veliku primenu u tehnici. Ipak, kada su u pitanju elektricna kola,
magnetsko polje ¢iji je izvor elektri¢na struja je od veceg znacaja.

Jedan od elementarnih izraza kojim je moguce odrediti vrednost magnetske indukcije u
okolini provodnika sa strujom, a koji se nalazi u vakumu, poznat je pod nazivom Bio-Savarov
zakon. To je formula koja daje intenzitet, pravac i smer vektora B u tacki a na rastojanju r od

segmenta provodnika Al kroz koji proti¢e jednosmerna struja I:

I-Alxr,

2

AB = %o
A r

Pri tome je pravac i smer vektora Al definisan smerom struje, slika 2.9, a njegov intenzitet je
jednak njegovoj duzini. Jedinicni vektor Fo dobija se tako Sto se vektor koji se formira potegom
od segmenta provodnika do tacke a podeli sa njegovim intenzitetom, slika 2.9:

(2.37)

=r (2.38)

Af/h r

®0

Slika 2.9. llustracija Bio-Svarovog zakona
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Sam intenzitet vektora magnetske indukcije iznosi

A= o LAlsinG (2.39)
4r r?

Konstanta g, je fizitka konstanta koja se zove Permeabilnost vakuma i iznosi
Ly =47-107T-m/A. Ukoliko se sistem nalazi u sredini koja nije vakum, tada se umesto
Permeabilnosti vakuma koristi permeabilnost sredine koja iznosi u = u, 4, gde je wu, relativna

permeabilnost te sredine i predstavlja meru odstupanja od vakuma. Za vazduh, veéinu gasova,
mnoge metale i nemetale vazi da je uy ~ 1.

U opstem slucaju ukupno magnetsko polje u proizvoljnoj tacki a i za proizvoljan oblik
provodnika, racuna se upotrebom vektorske integracije $to predstavlja tematiku iz viSe
matematicke analize i prevazilazi okvire ove knjige. Ali u specijalnim sluc¢ajevima koji su od
znacaja u tehnici, vektorski integral se moze zameniti obi¢nim integralom. Bez izvodenja, date
su formule za dva specijalna slucaja: a) beskonacnog pravog provodnika; b) na osi kruzne strujne
konture.

Magnetsko polje u okolini pravog beskonacnog strujnog provodnika struje |

>
B

AR
VY

Slika 2.10. Linije sile magnetskog polja beskona¢nog strujnog provodnika i ilustracija pravila desne ruke za
odredivanje pravca

Linije magnetskog polja beskona¢nog provodnika su zatvorene kruZzne konture centrirane
u provodniku. Jednake su u svakoj ravni normalnoj na provodnik. Posto intenzitet vektora B
opada sa rastojanjem, sa rastojanjem se smanjuje i gustina linija. Usmerenje linija polja se moZe
odrediti pravilom desne ruke slika 2.10: ako se desnom rukom drzi provodnik tako da palac
pokazuje smer struje, u tom slu¢aju ostali prsti obuhvataju provodnik u istom smeru kao i linije
polja. Pri tome je zavisnost intenziteta vektora B na rastojanju r od provodnika sa strujom | data
formulom:

gt (2.40)
2rr

Magnetsko polje na osi kruzne konture kroz koju protice struja 1

Odredivanje magnetskog polja koga generiSe usamljena kruzna kontura u proizvoljnoj
tacki prostora zahteva sloZen matematicki aparat i kao rezultat se dobijaju slozene vektorske
funkcije. Na slici 2.11 ilustrovane su linije polja jedne usamljene strujne konture.
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Slika 2.11. llustracija linija magnetskog polja u okolini usamljene strujne konture kruznog oblika

Na slici se vidi slozenost raspodele linija vektora B, ali se moze uociti i da kroz centar konture
prolazi linija polja koja predstavlja pravu. Iz tog razloga naves¢emo samo formulu za polje na
osi kruzne konture, jer je dovoljno jednostavna, a pri tome ilustrativna za razumevanje efekata
koje pravi kruzna kontura.

Neka je data kruzna kontura poluprec¢nika R, kroz koju protice struja I, slika 2.12. U tacki
A na osi konture, i rastojanju Z, od ravni konture, vektor magnetske indukcije B ima intenzitet:

Y7, R?I
) Rz
0

Pri tome se pravac vektora B poklapa sa Z osom dok se smer odreduje pravilom desne ruke kao i
u slucaju polja beskona¢nog pravolinijskog provodnika: ako se desnom rukom obuhvati Z o0sa
tako da prsti prate smer struje kroz provodnik, tada palac pokazuje smer vektora B.

(2.41)

Slika 2.12. Ravan konture leZi u ravni XY i normalna je na Z osu. Pri tome se osa simetrije konture poklapa
sa Z osom. Sa leve strane od kruzne konture je ilustracija koja opisuje smer struje. Oznaka na samoj konturi
gde je u krugu nacrtana tacka znaci da struja izlazi iz ravni slike, a na mestu gde je u krugu nacrtan + znaci
da na tom mestu struja ulazi u ravan slike.

Ukoliko se kruzni provodnik sa slike 2.12. sastoji on N navojaka Zice, tada je situacija

ista kao da N nezavisnih navojaka proizvodi magnetsko polje, i ono ¢e biti N puta veée. U tom
slu¢aju je intenzitet vektora B u tacki A jednak:
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2
B(z,) =t RN (2.42)
0 2 (R2+Zz)3/z
0

Kada se posmatra magnetsko polje kruzne strujne konture na rastojanju koje je mnogo vece od
njenog polupreénika, Z, >> R, tada je intenzitet vektora B jednak:

2
Hy R%-NI
B(Z,) === : 2.43
@)= (243)
Sto znaci da intenzitet opada sa kubom rastojanja. Na slici 2.13. prikazan je normalizovan
intenzitet vektora B u funkciji od promenljive z/R.

AB(Z).i. 21
14, R%-NI

Slika 2.14. normalizovan intenzitet vektora B u funkciji od promenljive z/R.

Primer 2.6 Helmholcovi kalemovi

Neka su dve tanke kruzne konture sa po N navojaka kroz koje protice struja I,
polupre¢nika R, postavljene na rastojanje d kao Sto je prikazano na slici 2.15. Pri tome je
posmatrana tacka A ta¢no na sredini izmedu kontura. Ukoliko se rastojanje d menja, moze se i
analiticki pokazati da je u sluc¢aju kada je d = R, magnetsko polje u okolini tatke A prakti¢no
homogeno. Takva konfiguracija sistema naziva se Helmholcovi kalemovi (izumitelj Nemacki
fizicar Hermann von Helmholtz). Na slici 2.16, data je ilustracija normalizovanog intenziteta
vektora B za 3 vrednosti rastojanja d.

© ©
R .
A B Z
. — ) L
—_— <~ —_ -
d/2 d/2
D D

Slika 2.15. Dve kruZne konture sa po N navojaka kroz koje protice struja |, polupre¢nika R, postavljene na
rastojanje d.
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Slika 2.16. llustracija normalizovanog intenziteta vektora B za 3 vrednosti rastojanja d. MozZe se uoditi da je
grafik krive za d = R pribliZno ravan za z = = R/2.

Intenzitet vektora B u tacki A je jednak dvostrukoj vrednosti funkcije iz jednacine 2.41. na
rastojanju R/2 od ravni konture:

2
2B(RI2) =ty — N _ o1 3,2{ 8 j&Nl. (2.44)
(R?+R?/4)" R (1+1/4)" (5J5)R

Helmholcovi kalemovi imaju veliku primenu u nauci, tehnici i u mnogim drugim
privrednim oblastima, gde god se ukaze potreba za homogenim magnetnim poljem. S obzirom da
se slicne karakteristike mogu dobiti 1 sa konturama kvadratnog oblika kod kojih je rastojanje
prilagodeno maksimumu homogenosti, na trziStu se kao komercijalni mogu na¢i podjednako
kruzni 1 kvadratni Helmholcovi kalemovi raznih dimenzija. Za homogena polja vece
homogenosti postoje strukture sa viSe kontura, ali se zbog svoje sloZenosti mnogo rede koriste.
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Primer 2.7 Solenoid

Kalem koji se sastoji od vise spiralnih navojaka Zice naziva se solenoid, slika 2.17.
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Slika 2.17. Solenoid duZine | polupre¢nika R, kroz ¢ije namotaje protice struja |

Na osi solenoida (Z osa), koji ima N navojaka Zice namotanih oko cilindri¢nog jezgra
permeabilnosti uo, 1 kroz koji protice struja I, intenzitet vektora B u funkciji od rastojanja z
iznosi:

B _ NI 2z +1 B 271 | 2 45
&="4 {\/R2+(2+|/2)2 JR*+(z-112)? (249

dok se smer vektora odreduje pravilom desne ruke. U slu¢aju kada je R << I, u okolini centra
solenoida magnetsko polje je priblizno homogeno sa intenzitetom magnetske indukcije

B(0 :,uONI I A _ NI 5 46
=" L/(I/Z)Z J12)? (249

Solenoid kroz ¢ije namotaje protie struja generiSe magnetsko polje slicno stalnom
magnetu koji ima isti geometrijski oblik kao solenoid. Za razliku od stalnog magneta, magnetsko
polje solenoida je upravljivo i po intenzitetu i po smeru, zavisno od smera i intenziteta struje. Ta
osobina se intenzivno koristi u realizaciji elektromagnetskih ventila koji imaju veliku primenu u
praksi. Pored te solenoidi imaju i druge brojne primene u industriji i laboratorijskoj tehnici.

2.4.5. Fluks vektora B

Iako je povrsina fizicka veli¢ina ¢ija je jedinica m?, &esto se pod istim imenom
podrazumeva i geometrijski objekat u 3D prostoru koji ima konacnu povrsinu. Pri tome se kaze
da je povrSina S zatvorena ako ona predstavlja povrS geometrijskog tela konac¢ne zapremine i gde
je moguce definisati Sta je unutrasnjost a Sta spoljasnjost te povrSine/tog tela. U suprotnom je
povrsina S otvorena. Ukoliko prava prodire kroz zatvorenu povrSinu, mora postojati paran broj
tac¢aka prodora, dok kroz otvorenu povrSinu moze postojati i neparan broj tacaka prodora.

Fluks vektora B opisuje meru broja linija polja koje prolaze kroz zadatu povrsinu S u 3D
prostoru. U opStem sluCaju matematicki opis fluksa zahteva poznavanje elemenata vektorske
analize, 1 prevazilazi okvire ove knjige. Zbog toga ¢emo dati jednostavniju matemati¢ku
formulaciju, koja ¢e biti dovoljna za dalje diskusije u poglavljima koja slede.
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Neka je data povrsina S, slika 2.18, koja je podeljena na N dovoljno malih elementarnih
povrsina ASy, tako da se moze smatrati da je svaka od tih elementarnih povrsina potpuno ravna, i
da je u svakoj tacki svake od elementarnih povrsina intenzitet vektora B konstantan i iznosi By.

S

AS, 6 0,
—  »

B,

Slika 2.18. Elementarna povrsina kao vektorska veli¢ina

Svaka elementarna povrSina opisana je vektorom c¢iji je intenzitet jednak veliCini te
povrsine, pravac je normalan na nju, a smer moze biti odabran proizvoljno, ali tako da su vektori
svih elementarnih povrsina na isti na¢in usmereni, i da se taj smer koristi U svim razmatranjima u
kojima je povrSina S ukljucena. U slucaju zatvorene povrSine vektori elementarnih povrsina su
uvek usmereni od unutrasnjosti ka spoljasnjosti. Dakle za elementarnu povrSinu vazi:

AS, =AS, -n, (2.47)

gde je n jedini¢ni vektor povrsine. Elementarni fluks vektora B kroz elementarnu povrsinu je
jednak je njihovom skalarnom proizvodu

A®, =B, -AS, = B,AS, cos,. (2.48)

Ukupan fluks kroz povrsinu S je zbog toga jednak

O=YAD, =

1

N N
B,AS, cosé,. (2.49)

k=: k=1

Ukoliko je povrsina ravna a vektor B ima isti intenzitet u svakoj tacki povrsine, tada prethodna

jednacina dobija jednostavan oblik:

®=B-Scosé, (2.50)

gde je @ ugao izmedu vektora B i normale na povrSinu S.

Jedinica za magnetski fluks je Veber [Wb]. To je izvedena jedinica, pri ¢emu je jedan
Veber jednak 1 Wb = T-m® Cesto se moze sresti da se vektor magnetske indukcije zove gustina
magnetskog fluksa, sa jedinicom 1T = Wb /m?.

Kada je povrsina S zatvorena i s obzirom da su linije vektora B zatvorene krive linije,
svaka linija polja podjednak broj puta ulazi i izlazi iz povrsine S. Stoga je fluks vektora B kroz
zatvorenu povrsinu jednak je nuli, jer proizvodi iz izraza 2.46 na mestu ulaska linije polja u
povrsinu 1 na mestu izlaska linije polja iz povrSine imaju isti moduo a suprotan znak. Na osnovu
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toga moze se pokazati da se za raCunanje fluksa moze koristiti bilo koja otvorena povrsina S koju
ogranicava ista zatvorena kriva linija, Sto je ilustrovano na slici 2.19.

S,

Sy

Slika 2.19. Ilustracija 3 otvorene povrsi S;, S; i S; ogranicene istom konturom C. Fluks vektora B kroz sve tri
povrsine je isti.

Interesantno je razmotriti koliki je fluks vektora B koji generiSe kruzna kontura sa
strujom | kroz otvorenu povr$ ograni¢enu tom strujnom konturom. Ukoliko se smatra da je
strujna kontura beskonacno tanka, na osnovu formule 2.36. se vidi da vektor B na
infinitezimalnom rastojanju od konture tezi beskona¢nosti. Stoga je potrebno uzeti u obzir i
kona¢ne dimenzije provodnika, kao i raspodelu struje po poprecnom preseku provodnika, $to
kao ishod daje slozenu formulu u kojoj se koriste elipticki integrali 1 koja je neprakticna za
primenu. Iz tog razloga, formulisano je vise empirijskih formula koje pod odredenim uslovima
daju vrednost fluksa sa zanemarivom greskom, i u kojima se fluks dobija kao

O(1,R,r)=G(R,r)-1 (2.51)
gde je r polupre¢nik provodnika koji ¢ini strujnu konturu, R polupreénik konture, a G(R, r) izraz
koja zavisi od parametara r i R. Jedna od takvih formula koja daje gresku manju od 1% kada je
R > 5r ima oblik:

O(1,R,r) = ,R(IN(BR/r)-1.75)-1 . (2.52)

2.5.  Elektromagnetska indukcija

U prethodnom poglavlju razmatrali smo neke osnhovne zakonitosti nepromenljivog
magnetskog polja prouzrokovanog konstantnim strujama ili stalnim magnetima. U ovom
poglavlju ¢emo razmatrati elementarne zakonitosti promenljivog magnetskog polja.

Vec¢ u osamanestom veku istrazivaci su razmatrali uticaj promenljivog magnetskog polja
na provodnike. Jedan od prvih znacajnih eksperimenata na osnovu kog je analiziran taj uticaj
realizovao je 1831. godine Majkl Faradej (Michael Faraday 1791 -1867). Eksperiment je
pokazivao efekat promene poloZaja stalnog magneta u odnosu na nepokretnu strujnu konturu,
slika 2.5.1. Formirana je strujna kontura ¢iji su krajevi povezani na galvanometar- uredaj koji
metri protok naelektrisanja. Indikacija smera i koli¢ine protoka naelektrisanja je ekvivalenta
smeru 1 veli€ini skretanja igle galvanometra. U zavisnosti od toga koji pol magneta je okrenut
prema strujnoj konturi, u sluaju primicanja i odmicanja stalnog magneta, konstatovano je da se
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kroz konturu generisao protok naelektrisanja, u jednom ili drugom smeru, slika 2.20. Pri tome je
koli¢ina proteklog naelektrisanja zavisila 1 od brzine pomeranja magneta, Sto je brzina bila veca,
protekla koli¢ina naelektrisanja je bila veca.
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Slika 2.20. Pomeranje magneta u odnosu na konturu stvara protok naelektrisanja kao $to je prikazano
(a—d). Isti efekat bi se postigao pomeranje konture u odnosu na magnet. Kratkotrajni protok naelektrisanja
je prisutan samo tokom kretanja. Sto je veéa brzina, veéi je i protok naelektrisanja. Kada nema kretanja
nema ni protoka naelektrisanja, kao $to je prikazano u (e).

Na osnovu tog, konstatovano je da promenljivo magnetsko polje proizvodi struju u
provodnicima. Faradej je otkrio i efekat da promena struje u jednoj strujnoj konturi moze
prouzrokovati struju u drugoj strujnoj konturi, ukoliko su one postavljene u odgovarajuci polozaj
jedna prema drugoj, slika 2.21.

(@) (b) ©)

Slika 2.21. a) Kada se prekida¢ zatvori igla ampermetra kratkotrajno skrece na jednu stranu. b) nakon
skretanja, ugla se vrac¢a u prvobitni poloZaj. c) Kada se prekidac otvori, igla kratkotrajno skreée na suprotnu
stranu.
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2.5.1. Faradejev zakon i Lencovo pravilo. Induktivnost

Na osnovu izvedenih eksperimenata Faradej je formulisao Faradejev zakon
elektromagnetske indukcije: indukovana elektromotorna sila (napon) ving je jednak je negativnoj
promeni magnetskog fluksa kroz otvorenu povrsinu S koju ogranic¢ava strujna kontura u jedinici
vremena. Svaka promena u magnetskom polju, promena orijentacije ili povrSine S Kkoju
ograni¢ava posmatrana provodna kontura u odnosu na magnetsko polje, indukuje napon Ving:

Ving (1) = _C:j_? (2.53)

Ukoliko se strujna kontura sastoji od N navojaka Zice tada se u svakom navojku generise
napon po formuli 2.52. Kako ima ukupno N navojaka, ukupno indukovani napon iznosi

do
Vying () =—N-— 2.54
Nlnd() dt ( )

Moduo izraza 2.52 je Cesto, bar aproksimativno, lako odrediti, Sto se ne moze reci i za
znak. U velikom broju slucajeva, znak je lakSe odrediti primenom Lencovog pravila koje glasi:
smer indukovane elektromotrone sile je uvek takav da se suprotstvalja promeni magnetskog
polja koje uzrokuje tu elektromotornu silu. Drugim re¢ima ako se fluks kroz jednu strujnu
konturu smanjuje, indukovani napon u konturi ¢e teziti da prouzrokuje takvu struju koja ce
proizvesti magnetsko polje takvo da se fluks ne smanjuje. Simetri¢an iskaz vazi za povecanje
fluksa.

Na slici 2.22. prikazan je kalem od N tesno priljubljenih navojaka kroz koje protice
promenljiva struja i(t). Struja svakog od namotaja generise i promenljivo magnetsko polje B(i(t))
pa je ukupno polje jednako NB(i(t)). Ukupan fluks kroz povrs§inu ograni¢enu namotajima jednak
D\(H)=ND(t), gde @(t) fluks koji generiSe samo jedan namotaj. Kako kroz namotaje postoji
promenljivi fluks, prema Faradejevom zakonu na krajevima namotaja indukovace se promenljivi
napon saglasan formuli 2.53:

vty =N I _ 2 9P

— 2.55
dt dt (2:59)

i
LN

Slika 2.22. Kalem od N bliskih navojaka kroz koji proti¢e promenljiva struja i(t). Ukoliko bi se struja i(t)
smanjila, napon v(t) bi se poveéao da bi se prema Lencovom pravilu kompenzovalo smanjenje struje
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Kada je geometrija provodnika nepromenljiva izraz G(R,r) iz formule 2.50 je konstanta G, pa
je izraz 2.54 proporcionalan struji

IENE L)
V(D) = -NG-=2, (2.56)

Proizvod N°G u izrazu 2.55 predstavlja konstantu proporcionalnosti, naziva se induktivnosti
kalema 1 obelezava sa L:

v(t) = - % (2.57)

Primetimo da referentni smerovi struje i napona na slici 2.22 nisu usaglaseni. U slucaju
usaglasenih smerova napona i struje ne bi postojao negativan predznak u prethodna dva izraza.
Mera velic¢ine induktivnosti je opisana jedinicom Henri [H] pri ¢emu je

Q

1H=—=
Hz

Q-s. (2.58)

Primer 2.8. Induktivnost solenoida kod koga je R <</|

U slucaju solenoida kroz koji proti¢e struja i(t), i za koji vazi da je R << |,
aproksimativno se moze usvojiti da je vektor magnetske indukcije B dat izrazom 2.45 konstantan
po celoj povrsini njegovog popre¢nog preseka S. U tom slucaju fluks kroz jedan namotaj iznosi

@:B(O)-S:M-s. (2.59)

Na osnovu formula 2.55 i 2.56 dobija se da je induktivnost takvog solenoida
2 S
L =N T (2.60)

2.5.2. Transformatori

Jednostvnija forma transformatora sastoji se od feromagnetskog jezgra velike relativne
permeabilnosti 4 >>1, i dva namotaja zice sa Np I Ns zavojaka. Namotaji su Principijelan Sema
takvog transformatora prikayana je na slici 2.23. Na krajevima jednog namotaja povezan je
potrosac i taj namotaj se obic¢no naziva sekundar. Na krajevim suprotnog namotaja povezana je
pobuda, i taj namotaj se obi¢no naziva primar. Struje koje proticu kroz namotaje generiSu
magnetsko polje koje je zbog velike permeabilnosti jezgra skoncentrisano gotovo iskljucivo u
jezgru. Stoga su linije magnetskog polja priblizno ograni¢ene na prostor unutar jezgra §to znaci i
da je fluks vektora B jednak u svakom popre¢nom preseku jezgra. Iz navedenih razloga se jezgro
ponekad naziva i koncentrator magnetskog fluksa. Namotaji transformatora na slici su motani u
istom smeru tako da povecanje struje u primarnom namotaju, a koje prouzrokuje povecéanje
fluksa u jezgru, prema Lencovom pravilu dovodi do povecéanja struje u sekundarnom namotaju
Sto kompenzuje povecanje fluksa.
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Ulazni napon vp(t) na krajevima primarnog namotaja zavisi prema Faradejevom zakonu
od negativne promene fluksa kroz jezgro. Kako je broj primarnih namotaja Np, indukovani
napon na Krajevima primarnog namotaja iznosi

do
Vp(t):_NPE' (261)

Napon na krajevima sekundarnog namotaja je iz istog razloga

iﬁ)_ m L),

\
€
L

N

Ve (t) v, (t)

Nn_0O.0.0.0

/vvvvvv
|

Slika 2.23. Principska $ema transformatora sa primarnim i sekundarnim namotajem. Na sekundarnoj strani
referentni smerovi su usaglaseni prema naponu i struji potrosaca.

do
VS (t) = _NS E . (262)

Eliminacijom izvoda fluksa po vremenu iz prethodne dve jednaéine dobija se da je

v, (t) = %vp(t) (2.63)

Pogodnim odnosom broja navojaka moZe se posti¢i da je napon na sekundaru ve¢i ili
manji od napona na primaru. Ako se usvoji da je sistem bez energetskih gubitaka, snaga uloZena
na primaru jednaka je snazi koja se na sekundaru predaje potroSacu

V()i (1) = v, (1)1, (t). (2.64)

Iz toga proizilazi da je
i (t) = &ip(t). (2.65)
NS

Prikazane formule vaZe za slufaj motanja navojaka u istom smeru. Ukoliko navojci
primara 1 sekundara nisu motani u istom smeru, tada ¢e u formulama 2.62 1 2.64 postojati
predznak minus.

Transformator se ponasa ne samo kao transformator napona i struje ve¢ i kao
transformator otpornosti (impedanse). Ako se uzme u obzir da je
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i (t)=v,(t)/R,, (2.66)

v, () =i (1) {(%) RSJ. (2.67)

Smisao prethodne formule je da pobudni napon v,(t) vidi preslikanu transformisanu otpornost
koja je jednaka

dobija se da je

R, :(—} R, . (2.68)

Ukoliko na sekundar transformatora nije povezan potrosac, tada primar transformatora
predstavlja obican kalem sa feromagnetskim jezgrom cija je induktivnost proporcionalna
kvadratu broja primarnih navojaka. lako je moguée teorijski odrediti induktivnost takvog
kalema, ona se u praksi dovoljno ta¢no ra¢una preko empirijskih formula, a jos lakse se meri. Ta
induktivnost se obi¢no naziva induktivnost magnetizacije L, i treba je uzeti u obzir u
slu¢ajevima kada naponska pobuda na primaru nije idealna.

Na principu koncentracije fluksa moguce je projektovati slozene konstrukcije sa vise
namotaja i sa razli¢itim geometrijskim strukturama jezgra. Takve konstrukcije se u elektrotehnici
nazivaju magnetska kola, 1 postoje razradene metodologije njihove analize i sinteze. Za takva
kola je karakteristicna robustnost i pouzdanost — mogu na da funkcioni$u u uslovima u kojima
poluprovodnicka elektronika ne moze da funkcioniSe. Primer jednog takvog kola je
transformator sa dva sekundara, slika 2.24.

—
N, v, (t)
—

VsZ (t)

Slika 2.24. Principska $ema transformatora sa primarnim i dva sekundarna namotaja.

Za takav transformator vaze slicne jednacine kao za transformator sa jednim sekundarom:

Vg (1) =%vp(t), k=12, (2.69)
i (1) =%ip(t), k=12 (2.70)

Sli¢ne jednacine bi vazile 1 za transformator sa viSe od dva sekundara.
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2.6 Modelovanje elektri¢nih sistema

Modelovanje je proces uproséenog predstavljanja realnog fizickog sistema na nacin koji
omogucava primenu matematickih tehnika za analizu takvog sistema. Upros¢avanje predstave
sistema se izvodi usvajanjem izvesnih pretpostavki kojima se zanemaruju nebitna svojstva.

U analizi elektricnih kola jedna od najvaznijih upros¢avaju¢ih pretpostavki je da su
osnovne karakteristike kola koncentrisane u pojedinacne blokove (elektri¢ne elemente), koji su
povezani idealnim provodnicima. Takva pretpostavka je opravdana sve dok ucestanost signala
nije suvise visoka, tj. manja je od mikrotalasnih ucestanosti.

2.6.1. Pojam idealnog elektricnog elementa
Idealni elektri¢ni elementi su kompletno opisani matematickom relacijom izmedu napona

na elementu i struje kroz element i nije ih moguce opisati preko drugih elemenata. Crtezi
elektri¢nih elemenata se nazivaju elektricni simboli.

2.6.2. Idealni pasivni elektricni elementi

Osnovni idealni pasivni elektri¢ni elementi su otpornik, kalem i kondenzator. Oni su
opisani matematickim relacijama:

: di 1.
v=Ri v=L— v==—|idt 2.71
& 'c @1y
ili
i=Lly i-Ljvat  i-c 2.72)
R L dt
I predstavljeni simbolima kao na slici 2.23:
Otpornik Kalem Kondenzator
T *
+ D
Y § V LV Z—
o—— o——

Slika 2.23: Osnovni idealni pasivni elementi.

Otpornik predstavlja komponentu kod koje se energija koja se predaje elementu pretvara
u toplotu ili svetlosnu energiju. Konstanta R u definicionim relacijama predstavlja otpornost
otpornika (jedinica Om - Q).

Kalem predstavlja komponentu kod koje se energija koja se predaje elementu pretvara u
magnetsko polje. Konstanta L u definicionim relacijama predstavlja induktivnost kalema
(jedinica Henri - H).

Kondenzator predstavlja komponentu kod koje se energija koja se predaje elementu
pretvara u elektri¢no polje. Konstanta C u definicionim relacijama predstavlja kapacitivnost
kondenzatora (jedinica Farad - F).
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Ova tri pasivna elementa, zajedno sa izvorima koji ¢e biti definisani u narednim
odeljcima, omogucavaju da se predstavi 1 analizira vrlo Sirok krug elektricnih i elektronskih kola.

2.6.3 Nezavisni elektri¢ni izvori (generatori)

Idealni nezavisni naponski izvor je aktivni element koji odrzava napon izmedu pristupa
nezavisno od struje kroz njega. Vrednost napona nezavisnog naponskog izvora moze biti
konstantna V (kao kod elektrohemijskih baterija), ili neka funkcija vremena v(t). Simboli koji se
koriste za predstavljanje idealnih naponskih izvora prikazani su na sl. 2.24. Znak + pored
simbola oznacava referentni polaritet napona izvora.

r r
1 e
f ' R ()

O s

idealni neidealni

Slika 2.24: Idealni i neidealni nezavisni naponski izvori (generatori).

Idealni nezavisni strujni izvor je aktivni element koji odrzava struju izmedu pristupa
nezavisno od napona izmedu pristupa. Vrednost struje nezavisnog strujnog izvora moze biti
konstantna I, ili neka funkcija vremena i(t). Simbol koji se koristi za predstavljanje idealnog
strujnog izvora prikazan je na sl. 2.25. Strelica u simbolu oznacava referentni smer struje izvora.

[o)

it (1)

o
idealni neidealni

Slika 2.25: Idealni i neidealni nezavisni strujni izvor (generator).

Na primerima modela nezavisnih izvora mogu se lako uociti upro¢éavanja prilikom
modelovanja komponenti. Na primer, idealni naponski izvor odrzava napon V(t) na svojim
krajevima nezavisno od struje. Teorijski, struja bi mogla da bude i beskonacno velika, Sto bi
izazvalo da takav izvor moze generisati beskona¢nu snagu. To je naravno fizicki nemoguce.
Dakle, idealni modeli komponenata predstavljaju vazece aproksimacije realnih komponenata
samo pod izvesnim uslovima. Prva preciznija aproksimacija naponskih i strujnih generatora
uzima u obzir i njihovu unutra$nju otpornost r, Sto je isto prikazano na slikama 2.24 i 2.25. Za
takve generatore se ¢esto u literaturi moze naci termin realni generatori (izvori), $to je daleko od
realnosti pa ¢emo iz pedagoskih razloga, u tekstu koji sledi, koristiti naziv neidelani generatori
(izvori).
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2.6.4. Idealni zavisni (kontrolisani) elektri¢ni izvori (generatori)

Za razliku od nezavisnih izvora koji generisu neki napon (ili struju) nezavisno od toga Sta
se deSava u ostatku kola, idealni zavisni izvori generiSu napon (ili struju) koja zavisi od nekog
drugog napona ili struje u kolu. Ovakvi izvori su vazni jer omoguéavaju modelovanje mnogih
elektronskih elemenata, kao S§to su, na primer, tranzistori.

Postoje 4 tipa idealnih zavisnih izvora, koji su prikazani na slikama 2.26 i 2.27. Kao §to
se vidi, zavisni izvori imaju cCetiri prikljucka. Ulazni krajevi (sa leve strane) predstavljaju
veli¢inu koja kontrolise izvor, a izlazni krajevi (sa desne strane) predstavljaju izlaznu struju ili
napon kontrolisanog izvora. Primetimo da su konstante a i # bezdimenzione konstante, jer se u
prvom sluc¢aju napon transformise u napon, a u drugom slucaju se struja transformise u struju.
Konstanta a se naziva naponsko pojacanje, a kKonstanta S strujno pojacanje. S druge strane,
konstante r i g su dimenzione konstante. Konstanta r ima dimenziju otpornosti pa se naziva

transrezistansa, dok konstanta g ima dimenziju recipro¢nu otpornosti i naziva se
transkonduktansa.
[og O (o] O
+
+ +
Vo i |
v=a-v, V=r-l
o © o o o

Slika 2.27: Naponski kontrolisani strujni izvor (NKSI) i strujno kontrolisani strujni izvor (SKSI).
2.6.5. Idealni nelinearni elektri¢ni elementi

Od nelinearnih idealnih elemenata, definisaéemo samo idealnu diodu. Kori§¢enjem
idealne diode 1 drugih osnovnih komponenti, moguce je sintetizovati osnovne modele sloZenijih
komponenti koje ¢e se koristiti u ovom udzbeniku.

Simbol za idealnu diodu je prikazan na slici 2.28. Kao i za linearne komponente, i za
diodu se usvajaju usaglaseni referentni smerovi napona i struje. Idealna dioda se ne moze opisati
funkcionalnom zavisno$¢u ve¢ sistemom iskaza i grafikom koji pokazuje elektricno ponasanje.
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Slika 2.28. Elektri¢ni simbol idealne diode. Prikljucci diode se zovu Anoda i Katoda.
Sistem formula koje opisuju idealnu diodu glasi:
I, =0 za v, <0;

, (2.73)
Vo, =0 za i, >0.

Ovaj sistem iskaza dopunjuje se grafikom 2.29 koji se naziva i strujno-naponska karakteristika
idealne diode:

U_ .

Vb

Slika 2.29 strujno-naponska karakteristika idealne diode: dioda ima dva stanja i jednom stanju predstavlja
kratak spoj, u drugom stanju predstavlja otvorenu vezu

2.6.5. Slozene elektri¢cne komponete

Slozene elektricne komponete (elektricne komponete) mogu da se modeluju na vise
na¢ina ali je suStina da se u osnovi svake elektricne komponete nalazi odgovaraju¢a veza
osnovnih elemenata. Model elektricne komponete moze da bude Sematski, ali i sistem jednacina
koje se dobijaju kombinacijom matematickih izraza koji opisuju osnovne elemente. Na slici 2.30
je primer modela koji vazi i za otpornik ali 1 za kalem na visokim uestanostima.

L R

C

Slika 2.30. Model otpornika i kalema na visokim ucestanostima

Tehnologija izrade metal-film i karbon-film otpornika podrazumeva nekoliko spiralnih
namotaja odgovarajuce tanke otporne trake (filma) namotane oko cilindricnog keramickog
nosaca. Kako se radi o spiralnim namotajima neizostavno ¢e se pojaviti parazitna induktivnost
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koja se modeluje kao kalem vezan na red sa otpornikom. Sa druge strane svaki namotaj zasebno
nosi odgovarajuce naelektrisanje, a izmedu namotaja postoji i1 razlika potencijala tako da se
pojedina¢ni namotaji ponasaju kao elektrode kondenzatora. Ukupan efekat je da se ta parazitna
kapacitivnost modeluje kao kondenzator povezan kao na slici 2.30.

U slucaju kalema, zica koja se koristi za namotaje ima malu ali kona¢nu otpornost, pa se
ta parazitna otpornost modeluje kao mala otpornost povezana na red sa kalemom. Parazitna
kapacitivnost ima isto poreklo i na isti nac¢in se modeluje kao u sluc¢aju film otpornika.

<

r—— =

Slika 2.31. Elektri¢ni simboli transformatora sa jednim primarom i jednim sekundarom: a) sekundar motan
u istom smeru kao primar, alternativni simboli, povezivanje pobude i potrosaca ; b) sekundar motan u
suprotnom smeru u odnosu na primar, alternativni simboli; c) simbol za transformator sa feromagnetskim
jezgrom; d) model neidealnog transformatora sa uklju¢enom magnetizacionom induktivnoscu

Za praksu jako bitna elektricna komponenta je transformator. Kao komercijalna
komponeta trnasformator se pojavljuje u verzijama koje su pedvidjene za snage od nekoliko mW
do vise desetina MW. Komercijalni transformatori u elemetarnoj konfiguraciji predstavljaju
fizicku impementaciju komponete sa slike 2.23.

lako se transformator se moze modelovati pomocu kontrolisanih generatora, uobicajeno,
je ali i jednostavnije da se elektricnom simbolu transformatora pridruzi sistem jednacina, na
primer 2.62 i 2.64. Ako su jednacine 2.63 i 2.65 jedine jednacine koje opisuju transformator,
onda se radi o idealnom transformatoru. Elektri¢ni simboli za idealni transformator sa jednim
primarom i jednim sekundarom su prikazani na slici 2.31. Oznake za referentni smer struja i
napona nisu sastavni deo simbola, ve¢ su dodati radi razjasnjena opcija na simbolu. Tacke su
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sastavni deo simbola i Sematski prikazuju smer motanja sekundara. Prilikom koriS¢enja
jednacina 2.62 i 2.64 treba voditi racuna da je referenti smer sekundarne struje takav da ona
“izlazi” iz tacke. Oznaka n:1 opisuje transformatorski odnos pri ¢emu n ne mora biti ceo broj:

nil=—%. (2.74)

Ukoliko je bitno uzeti u obzir efekte feromagnetskog jezgra, onda se koristi simbol za
transformator koji istice tu cinjenicu, slika 2.31 c¢). Ukoliko je potrebno uzeti u obzir
induktivnost magnetizacije, onda se paralelno primaru dodaje kalem Ly, slika 2.31 d).

Za neke preciznije analize kola sa transformatorima, Cesto je potrebno uzeti u obzir i
parazitne efekte koji uti€u na rad transformatora i na viSim ucestanostima. Posto je i jednostavan
transformator slozen elektromehanicki sistem, detaljniji model moze da sadrzi i mnostvo
dodatnih komponenti kojima se modeluju pomenuti parazitni efekti. Uobicajeno je da se u tu
svrhu uzme u obzir otpornost provodnika kojima su motani primarni i sekundarni navojci, kao i
parazitne iduktivnosti takozvanog rasipanja, slika 2.32.

Slika 2.32. Model transformatora sa uklju¢enim osnovnim parazitnim efektima

Simbol za transformator sa viSe sekundara je analogan simbolu transformatora sa
jednim sekundarom. Na slici 2.33 a) prikazan je elektri¢ni simbol idealnog transformatora sa dva
sekundara dok je na slici 2.33 b) prikazan model transformatora sa feromagnetskim jezgrom i
ukljuéenom magnetizacionom induktivnoScu.

NSl
® T+
NP
Vsl
+
VP
g +
VSZ
NSZ

a)

Slika 2.33. a) Elektri¢ni simbol transformatora sa dva sekundara, b) model transformatora sa
feromagnetskim jezgrom i uklju¢enom magnetizacionom induktivnoséu.
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Za potrebe modelovanja pojacavaca, bini elektri¢ni elementi su i neidealni kontrolisani
generatori. Oni se modeluju dodavanjem ulazne otpornosti r, i izlazne otpornosti r; na modele
idealnih kontrolisanih generatora, slike 2.34, i 2.35:

Slika 2.34: Neidealni naponski kontrolisani naponski izvor i neidealni strujno kontrolisani naponski izvor.
Dodate su ulazna otpornost r, i izlazna otpornost r;.

e
=
—
-

o

} i=9g-v i=p4,

Slika 2.35: Neidealni naponski kontrolisani strujni izvor i neidealni strujno kontrolisani strujni izvor. Dodate
su ulazna otpornost r, i izlazna otpornost r;.

2.6.6. Pojam mase.

Pojam mase u elektrotehnici moze da ima vise znacenja tako da ¢emo se u ovom tekstu

ograniciti na dva osnovna:

e Signalna masa ili referentna masa je podrazumevani termn u elektronici. To je
pogodno odabran referentni provodnik u nekom elektricnom kolu za koji se usvaja da
je na nultom potencijalu. Tada se napon izmedju proizvoljne tacke A u kolu i signalne
mase naziva napon tacke A, i jednak je potencijalu tacke A.

e Sigurnosna masa moze da bude drugi tip mase. Sigurnosna masa predstvalja deo
kola, ili drugih delova elektricnog uredaja, koji je fizicki provodnikom povezan sa
uzemljenjem javne elektrodistributivne mreze, odnosno sa Zemljom.

Cesto su ove dve vrste mase medusobno kratko spojene, pa se iz tog razloga i za jednu i
za drugu koriste uprosceni temini masa, zemlja, uzemljenje. Za masu postoji vise razlicitih
elektri¢nih simbola, neki od njih su prikazani na slici 2.36:

Jedno elektri¢no kolo moze biti logic¢ki, ali 1 hardverski dekomponovano na vise celina —
blokova, koji se mogu zasebno analizirati i gde svaki blok moze imati svojiu signalnu masu.
Takve mase mogu biti medusobno na razli¢itim potencijalima, ali to nema efektivnog uticaja na
anlizu kola jer se svaki blok analizira nezavisno.

Iako se proizvoljan provodnik u kolu moZe usvojiti kao masa, uobicajeno je u elektronici
da se masa dodeljuje negativhom priklju¢ku nekog od naponskih izvora u kolu.
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Slika 2.36. Primer elektri¢nih simbola za masu

2.6.7. Elementarne komponente sa tri priklju¢ka. Komponente sa implicitnom masom

Slozene modelovane komponente, kao i elementarne komponente razmatrane do sad u
ovom poglavlju, imaju paran broj prikljucaka i opisuju se vezama izmedu napona i struja. Pri
tome se neki parovi prikljucaka mogu proglasiti da su ulazni, a neki drugi da su izlazni. Ali se
uvek radilo o parovima. Medutim postoji potreba i za modelovanjem realnih komponenti sa
neparnim brojem priklju¢aka, konkretno sa tri. Da bi se za analizu ovakvih komponenti koristio
isti matematicki aparat kao i za komponente sa parnim brojem prikljucaka, jedan prikljucak se
proglasava za zajednicki i Koristi se dvostruko, i za ulaz i za izlaz. Na slici 2.37, prikazan je
primer naponsko strujnog pojacavaca sa zajednickim ¢ prikljuckom.

o—
a

+
oo
0
+

Slika 2.37: Model naponsko strujnog poja¢avaca kod koga je prikljucak c zajednicki

Posto se u elektronici podjednako koristi potencijal kao elektricna veli¢ina, postoje
elementi kod kojih se obrada signala prividno odvija na nivou potencijala. Takvi elementi u
suStini nisu osnovni vec su izvedenti, ali se Cesto tretiraju 1 kao osnovni.

Kada se negativan ulazni i izlazni priklju¢ak NKNI povezu na masu slika 2.37a), dobija
se kolo koje moze da se tretira kao pojacavac potencijala. Takvo kolo se naziva idealni naponski
bafer ili samo bafer. Koristi se i izraz pojacavac. Tada je neprakti¢no koristiti komplikovani
simbol kao sa slike 2.37 a) ve¢ se koristi pojednostavljeni simbol koji je prikazan na slici 2.37b)
i koji je opisan formulom koja povezuje dva potencijala, a podrazumeva se interna struktura kao
sa slike 2.37 a) Ukoliko postoji ulazna ili izlazna otpornost one mogu da se eksterno dodaju na
idealni naponski bafer, slika 2.38

W o oV, =a-y,

+
V vV, =a-V,
U
v, ! u

v=a-y,

mE

a) b)

Slika 2.38 Idealni naponski bafer: a) realizacija preko NKNI; b) elektri¢ni simbol bafera
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a)

Slika 2.39 Neidealni naponski bafer: a) realizacija preko neidealnog NKNI; b) Model preko idealnog
naponskog bafera

Kada je samo izlazni negativni priklju¢ak od NKNI povezan na masu, tada se dobija
komponenta koja se zove idealni naponski pojacavac ili samo pojacavac, slika 2.39. Na istoj
slici je prikazan i elektri¢ni simbol:

Vv o—/—m8M8M8M8M— o
+ v, =a-y,
+ v, =a-(vi-v’)
vy aV,
il
a) B b)

Slika 2.40. Idealni naponski pojacavaé: a) realizacija pomoéu NKNI; b) elektri¢ni simbol.

Ukoliko NKNI sadrzi ulaznu ili izlaznu otpornost, one se u svrhu modelovanja mogu
eksterno povezati na pojacavac, slika 2.40.

v’ o
+
Vo
VU ru I’u
v
_ o
Vo —
© 2

a)

Slika 2.41. Neidealni naponski pojacavaé: a) realizacija pomo¢u NKNI; b) model neidealnog naponskog
pojacavaca realizovanog pomoc¢u idealnog naponskog pojacavaca

Svakako da postoji moguénost i da se samo negativni priklju¢ak ulaznog dela NKNI
poveze na masu, ali tu varijantu neCemo razradivati jer realna kola koja imaju potrebu za takvim
vidom modelovanja prevazilaze okvire ove knjige.

Dakle iz NKNI koji procesira napon kao ulaznu informaciju i generise napon kao izlaznu
informaciju, izvode se komponente naponski bafer koji procesira potencijal na svom ulazu i
generiSe potencijal na svom izlazu, kao i1 naponski pojacavac¢ koji procesira napon na svom
ulazu, a generiSe potencijal na svom izlazu. U kolima u kojima postoji definisan nulti referentni
potencijal — masa, upotreba naponskih pojac¢avaca i bafera znatno pojednostavljuje analizu i
dizajn u odnosu na alternativno reSenje bazirano samo na NKNI.

Ako su bilo ulaz ili izlaz u formi potencijala, kaze se da se radi o jednostrukom (single
ended) ulazu/izlazu. Ukoliko je procesirani signal u formi napona, tada se kaze da se radi o
diferencijalnom ulazu/izlazu.
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3. Kola sa stalnim jednosmernim strujama

Kola sa stalnim jednosmernim strujama koje ¢emo za pocetak analizirati sastoje se samo
od otpornika i nezavisnih izvora konstantnog napona ili struje. Jednacine koje opisuju takvo kolo
su linearne, tako da se sistemi takvih jedna¢ina mogu lako resiti. Zbog jednostavnosti opisa, kod
kola sa stalnim jednosmernim strujama lako je objasniti osnovne zakone, kao sto su Omov
zakon, prvi i drugi Kirhofov zakon.

3.1 Omov zakon

Omov zakon definiSe zavisnost napona od struje kod otpornika i glasi: Napon na
otporniku je direktno proporcionalan struji kroz otpornik.

V =RI (1.1)

Slika 3.1: Omov zakon.

Konstanta proporcionalnosti R predstavlja otpornost otpornika. Jedinica za otpornost je
Om (). U praksi se otpornici prave nanoSenjem metalnog ili ugljenog filma na keramicku
podlogu, ili od Zice velike specificne otpornosti. U integrisanim kolima se otpornici prave
posebnim tehnikama koje su prilagodene proizvodnji ostalih poluprovodni¢kih komponenata.
Tipi¢ne vrednosti otpornosti koje se srecu u elektrotehnici i elektronici se krecu od delova Q do
nekoliko MQ.

Provodnost otpornika G je recipro¢na vrednost otpornosti:

1
G=— (1.2)

Jedinica za provodnost je Simens (S). Omov zakon izrazen preko provodnosti glasi:
| =GV (1.3)

Otpornik je pasivni element koji apsorbuje shagu elektricne energije i pretvara je u
toplotu. Snaga razvijena na otporniku je proizvod struje i napona:

P=VI (1.4)

Primenom Omovog zakona, snaga na otporniku se moze izraziti i primenom
ekvivalentnih izraza:

2 2
p-ri2=Y _gv’-L (1.5)
R G
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Specijalni slucajevi otpornosti:
R=0 (G=wx) (1.6)

Ovaj slucaj se naziva kratak spoj. Napon izmedu pristupa kod kratkog spoja je jednak
nuli, a struja moze imati ma kakvu vrednost.

G=0 (R=w) (1.7)

Ovaj slucaj se naziva otvorena veza. Napon izmedu pristupa kod otvorene veze moze
imati ma kakvu vrednost, a struja je jednaka nuli.

3.2 Elektri¢no kolo

Elektricno kolo predstavija interkonekciju dva ili vise elemenata. Povezivanje elemenata
se vr$i provodnicima ¢ija se otpornost moze zanemariti.

A

D
Slika 3.2: Primer jednog elektri¢nog kola.

Pre nego Sto formuliSemo osnovne zakone koji opisuju ponaSanje elektricnih kola,
moramo se upoznati sa nekoliko definicija osnovnih termina:

Cvor kola je tacka spajanja priklju¢aja dva ili vise elemenata kola (A, B, C, D, na sl. 3.2).

Grana je deo kola koji neposredno spaja dva ¢vora i duz kog ne postoji grananje strujnog
puta (AB, AC, BC, BD, CD, nasl. 3.2).

Petlja predstavlja ma koji zatvoreni put kroz kolo kod koga se kroz jedan ¢vor moze
pro¢i samo jednom (ACBA, BCDB, ACDBA, nasl. 3.2).

Kontura predstavlja petlju koji ne sadrzi u sebi neku drugu petlju (ACBA, BCDB, na sl.
3.2).

3.3 Prvi (strujni) Kirhofov zakon

Nemacki fizicar Gustav Kirhof je jo§ sredinom 19. veka formulisao dva osnovna zakona
koji opisuju medusobne veze struja i medusobne veze napona u kolu.
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Prvi Kirhofov zakon se odnosi na struje u kolu i glasi: Algebarska suma struja koje uticu
u ma koji ¢vor kola jednaka je nuli.

>1,=0 (1.8)

gde je I, struja j-te grane koja ulazi u ¢vor, dok je N broj grana koje ulaze u Evor. Po konvenciji

se struje Cija je referentna orijentacija ka ¢voru uzimaju se sa pozitivnim predznakom, dok se
struje Cija je referentna orijentacija od ¢vora uzimaju sa negativnim predznakom.

Alternativna formulacija prvog Kirhofovog zakona glasi:

Suma struja koje uticu u ma koji ¢vor kola jednaka je sumi struja koje isticu iz istog
¢vora.
3.4 Drugi (naponski) Kirhofov zakon

Drugi Kirhofov zakon se odnosi na napone u kolu i glasi: Algebarska suma napona u bilo
kojoj petlji kola jednaka je nuli.

ivj =0 (1.9)

gde je V; napon na j-toj grani petlje koja ukupno ima N grana. Po konvenciji se naponi na

granama cija je referentna orijentacija suprotna orijentaciji petlje uzimaju se sa pozitivnim
predznakom, dok se naponi na granama cija je referentna orijentacija ista sa orijentacijom petlje
uzimaju sa negativnim predznakom.

3.5  Paralelnai serijska veza otpornika

Prvi i drugi Kirhofov zakon koji onogucuju formiranje sistema jednacina Cijim se
reSavanjem mogu dobiti struje svih grana u kolu 1 svi naponi u kolu. Medutim, kada se primene
na kola sa samo jednim parom ¢vorova, ili na kola sa samo jednom petljom, oni daju neke vrlo
korisne rezultate, koji se mogu primeniti za upro$c¢avanje elektri¢nih kola.

3.5.1  Serijska (redna) veza otpornika
Ako se N otpornika tako poveze tako da se u svakom ¢voru sti¢u samo po dva otpornika
(osim kod prvog i poslednjeg ¢vora), takva veza se naziva serijska ili redna veza otpornika i

prikazana je na slici 3.3a. Za jedinu petlju u kolu se moze napisati jednacina po drugom
Kirhofovom zakonu:

V=RI+R I, ++R I, =(R+R,+--+Ry)I, (1.10)
dok se za ekvivalentnu petlju na slici 3.3b moZe napisati:
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V=R (1.11)

Slika 3.3: Serijska (redna) veza otpornika.

Ako su napon izvora i struja kroz izvor u oba kola isti, onda se za ekvivalentnu otpornost
Rs dobija:

R =R +R,++R, (1.12)

odnosno, ekvivalentna otpornost serijski vezanih otpornika jednaka je zbiru pojedinacnih
otpornosti.

Posmatrajmo dva serijski vezana otpornika, kao na slici 3.4. Posto kroz oba otpornika
protiée ista struja i, naponi na serijski vezanim otpornicima su:

V, =y, v, =Ty (1.13)
" R+R, ©ORA+R,

odnosno, napon izvora V deli se izmedu otpornika Ry i Ry u direktnoj srazmeri sa njihovim
otpornostima.
Ovakvo kolo se naziva delitelj (razdelnik) napona i ¢esto se primenjuje u elektronici.

Slika 3.4: Delitelj (razdelnik) napona.

3.5.2  Paralelna veza otpornika
Ako se N otpornika tako poveze da svi imaju zajednicke prikljucke, takva veza se naziva
paralelna veza otpornika i prikazana je na slici 3.5a. Za ¢vor u kome su povezani naponski izvor

1 svi otpornici se moze napisati jednacina po prvom Kirhofovom zakonu:

I, =GV +GV +---+G\V = (G, +G, +---+ G V (1.14)
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dok se za ekvivalentni ¢vor na slici 3.5b moze napisati:

| =GV (1.15)

P P

Slika 3.5: Paralelna veza otpornika.

Ako su napon izvora i struja kroz izvor u oba kola isti, onda se za ekvivalentnu otpornost
Gy dobija:

G, =G, +G, +:--+G (1.16)

odnosno, ekvivalentna provodnost paralelno vezanih otpornika jednaka je zbiru pojedinacnih
provodnosti. Alternativni oblik prethodne jednacine je:

— =ttt — (1.17)

Posmatrajmo dva paralelno vezana otpornika, kao na slici 3.6. Posto je napon na oba
otpornika isti, struje kroz paralelno vezane otpornike su:

==y, g = (1.18)
© R+R, © RA+R,

odnosno, struja izvora I deli se izmedu otpornika Ry i R, u obrnutoj srazmeri sa njihovim
otpornostima.
Ovakvo kolo se naziva delitelj (razdelnik) struje i ¢esto se primenjuje u elektronici.

CA I Rl R2

Slika 3.6: Delitelj (razdelnik) struje.
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3.6  Transformacije trougao — zvezda i zvezda - trougao

Jos dve cCesto kori$¢ene transformacije u reSavanju elektricnih kola su transformacije
trougla u zvezdu i obrnuto. Na slici 3.7 je prikazano vezivanje tri otpornika u trougao i zvezdu.
U literaturi na engleskom jeziku ove transformacije su poznate kao A—Y, odnosno, Y—A.

R;

Slika 3.7: Vezivanje otpornika u trougao (A) i zvezdu (Y).

Da bi ova dva kola bila ekvivalentna, otpornost izmedu ma koje dve tacke u oba kola,
kada se tre¢a tacka ostavi nepovezana, mora biti ista. Dakle, koriS¢enjem pravila za paralelno i
serijsko vezivanje otpornika, sa slike 3.7 se dobija:

R,(R +R,)
RAB:RAJFF\JBZR12+RI; +I§2
2 3

Rye =R, + R, =217 "2/ (1.19)

Resavanjem ovog sistema jednacina po Ra, Rg I R¢, dobija se:

R = RlRZ
A R +R,+R,
o RR (1.20)
R +R,+R,
___ RR
© R+R,+R,

dok se resavanjem sistema jednacina po Ri, Rz i R, dobija:
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_ Ry,Rg +RR. +RgR,

R
RB
R, = RiRe +RuRe +RaR: (1.21)
RC
RuRs + RiRe +RoRe
R, =
RA

3.7 Algoritamsko reSavanje sloZenih kola
3.7.1. ReSavanje direktnom primenom Korhofovih zakona

Za potpuno resenje elektriénog kola potrebno je odrediti struje kroz sve elemente i
napone na svim elementima kola. Za njihovo odredivanje mozemo napisati sistem linearnih
jednacina, koji se sastoji od jednacina po prvom Kirhofovom zakonu, jednacina po drugom
Kirhofovom zakonu i u naSem slucaju jednaéina elemenata po Omovom zakonu. U slu¢aju kola
sa sloZenijim komponentama koriste se i jednacine koje definusu elektri¢no ponasanje takvih
kompnenti. Prilikom formiranja sistema potreban broj jednacina po prvom Kirhofovom zakonu
iznosi n,—1 gde je n, broj ¢vorova u kolu, doj je broj potrebnih jednacina po drugom
Kirhofovom zakonu jednak n, —(n, —1), gde je n broj grana u kolu. Slede¢i primer ilustruje

primenu Kirhofovih zakona u reSevanju elektri¢nog kola.
Primer 3.1

Resiti kolo prikazano na slici 3.8 primenom Kirhofovih zakona ako su poznate vrednosti
V,=15V,V, =18V, R,;, =1kQ.

Slika 3.8: Elektri¢no kolo sa dva pobudna generatora
Resenje:

Ako su ¢vorovi odredeni 1 numerisani kao na slici 3.8, broj ¢vorova u kolu je n. =4 a
broj grana odredenih ¢vorovima n, =6. Potrebno je napisati n, —1=3 jednaCine za prvi
Kirhofov zakon i n, —(n, -1)=6-3=3 jednaCine za drugi Krihofov zakon. Izabrani smerovi
struja i kontura su prikazani na slici 3.9.
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Slika 3.9: Kolo sa zadatim referentnim smerovima struja i kontura.

Jednacine za prvi Kirhofov zakon za ¢vorove 1, 2 1 3:

11, +1,-1,=0
2:—l,—-1,-1,=0
3:+1L,+1,=0

Jednacine za drugi Kirhofov zakon za odabrane konture:

¢V, +R,l, =R, -V, -R,l, =0
¢, Ry, —R,l, -V, =0
iR, =R, -V, =0

Oduzimanjem jednacine za konturu C; i dodavanjem jednacine za konturu C,, jednacini
za konturu c;, dobija se vrednost struje 1, :

c,—C,+Cy:1,=0

Zamenom u jednacine 1 i 2 dobija se da je I, =1, i I,=—1, $to znaci da je sistem
postavljenih jednaina predimenzionisan. Pazljivijim posmatranjem slike jednadina moze se
ustanoviti da su tacke 0,1 1 2 na istom potencijalu jer su kratko spojene, i da je zbog toga struja

I, = 0. Iz tih razloga kolo mozZe da bude redukovano pa novo ekvivalentno kolo izgleda kao na
slici 3.10.

+V1 V,

O ‘°’ O

I, 0 I,

Slika 3.10: Ekvivalentno kolo nakon uklanjanja grane sa otpornikom R4 .
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Od jednacina preostaju jednacine za ¢vor 3 1 konture C, i C,. Kako sve otpornosti imaju
istu vrednost bi¢e obeleZzene sa R.

3:,+1,+1;,=0

V.
C2:|3—|2 :EZ
V.
C, I3—I1:E1
o o . . 1(V,+V,
Sabiranjem ovih jednacina dobija se vrednost |,== R =1.1mA,a potom

zamenom u jednacine kontura C, i ¢, dobijaju se 1, =—0.4mA i |, =-0.7mA. Shodno tome su
I, =—0.4mA i I =0.7mA.

Ukoliko je u kolu u grani izmedu ¢vorova 0 i 1 postavljen strujni izvor ¢ija je struja ImA,
kao §to je prikazano na slici 3.11, umesto jednacine za konturu C, uzima se jednacina

I; =15 =1mA. Struje u kolu su u tom slu¢aju |, =0.16 mA, |,=-098mA, I,=0.82mA,
l,=-0.84mA, I,=182mA.

Slika 3.11: Primer kola sa strujnim generatorom u jednoj od grana.

Ovako formirani sistem ima veliki broj jednac¢ina. Da bi se broj jedna¢ina smanjio moze
se postupiti na dva nacina. Prvi nacin je da se prvo odrede svi u kolu, a da se potom odrede struje
kroz elemente na osnovu Omovog zakona. Drugi nacin je da se prvo odrede struje u kolu, pa tek
onda naponi na elementima. U oba slu¢aja se broj jednacina u sistemu znacajno smanjuje.

Odredivanje svih napona u kolu moguce je preko odredivanja potencijala svih ¢vorova u
kolu. Algoritamski metod koji to omogucuje naziva se metod potencijala ¢vorova.

3.7.2. Metod potencijala ¢vorova

Moze se pokazati da sistem jednacina koji se dobija direktnom primenom Kirhofovih
zakona moze biti redukovan. Da bi se to postiglo moguce je postupiti na dva nacina. Prvi
postupak je da se prvo odrede svi u kolu, a da se potom odrede struje kroz elemente na osnovu
Omovog zakona. Drugi mogu¢i postupak je da se prvo odrede struje u kolu, pa tek onda naponi
na elementima. U oba slucaja se broj jednacina u sistemu znacajno smanjuje. U elektronskim
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kolima je broj ¢vorova obi¢no znatno manji od broja elemenata, pa je prvi postupak formiranja
jednacina korisniji.

Odredivanje svih napona u kolu moguce je izvesti posredno, preko odredivanja
potencijala svih ¢évorova u kolu. Algoritamski metod koji to omoguéuje naziva se metod
potencijala ¢vorova.

Metod propisuje da se jedan ¢vor u kolu izabere za referentni ¢vor, za koji se usvaja da je
na nultom potencijalu, dok se preostali naponi u kolu ra¢unaju u odnosu na njega. Referentni
¢vor se najces¢e naziva masa.

Da bi se formirao sistem jednacina, prvo se za svaki ¢vor (osim za referentni) napise
odgovarajuca jednacina po prvom Kirhofovom zakonu, a zatim se struje koje uticu u ¢vor ili
isti¢u iz ¢vora izraze preko napona ¢vorova i Omovog zakona. U slucaju kola sa n; ¢vorova, broj
jednacina u sistemu je ns - 1. Takav sistem jednacina se naziva sistem jednacina napona ¢vorova.

Po Omovom zakonu struja kroz otpornik izmedu ¢vorova m i n je:

| = m—Yn (1.22)

Ova struja se pojavljuje samo u jednac¢inama po prvom Kirhofovom zakonu napisanom
za ¢vorove min.

U slucaju kola sa N = ns ¢vorova, broj nepoznatih veli¢ina (potencijala) u sistemu je n, -1,
tj. isti je kao broj jednaina. Dakle, posle sredivanja napisanih jednacina, koje se sastoji u
grupisanju ¢lanova koji odgovaraju istim nepoznatim potencijalima i prebacivanja konstantnih
¢lanova na desnu stranu jednacina, formirani sistem izgleda ovako:

Gllvl + GlZVZ teet GlN—lvN 1= I1

G21\/1 + Gzzvz et GZN—lVN—l = |2 (1 23)

GN—11V1 +GN—12V2 +"'+GN—1N—1VN—1 = IN—l

Ovaj sistem jednacina se moze i1 direktno napisati na osnovu posmatranja kola, bez
prethodnog formiranja jednacina po prvom Kirhofovom zakonu. Koeficijenti van glavne
dijagonale G, , gde je m=n, predstavljaju zbir provodnosti svih grana izmedu ¢vorova min i

uvek imaju negativni predznak. Dijagonalni koeficijenti G,, predstavljaju zbir provodnosti svih
grana koje se sti¢u u ¢vor K i uvek imaju pozitivni predznak.

Primer 3.2

Resiti kolo prikazano na slici 3.9. primenom potencijala ¢vorova ako su poznate
vrednosti V, =V, =15V, V, =V, =18V, R,,, =1kQ.

Resenje:

Potencijali tacaka 1 i 2 su jednaki potencijalu tacke 0 pa se kolo moZe pojednostaviti kao
Sto je prikazano na slici 3.12
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VGl VGZ

® 1 C

Slika 3.12: Ekvivalentna Sema Kola sa slike 3.1.3.

Potencijal u tacki A se moze napisati kao:

V, [i+i+ij = —VGli—VGz i
Ri RZ RS Rl RZ

Posto je R =R, =R, dobija se 3V, =—(V; +V;,)=V,=-1.1Va potom i vrednosti

struja:
I, = 0-Vi) =1.1mA
3
| = (0-Ver=Va) _(15+1LD) o,
R, 1000
= OVe, Vi) _(LBLY o0
R, 1000

3.8 Linearna kola: principi superpozicije i homogenosti

U elektrotehnici i elektronici veliku primenu ima klasa linearnih kola. Da bi kolo bilo
linearno mora zadovoljiti principe superpozicije i homogenosti.

Princip superpozicije tvrdi da se u jednom linearnom kolu sa viSe nezavisnih izvora,
struja kroz ma koji element ili napon bilo kog ¢vora u kolu, moze biti predstavljen kao algebarski
zbir doprinosa pojedinacnih izvora. Prilikom odredivanja doprinosa jednog izvora, preostali
nezavisni naponski izvori moraju biti zamenjeni kratkim spojevima, a preostali nezavisni strujni
izvori se moraju zameniti otvorenim vezama. Zavisni izvori ostaju neizmenjeni u kolu.

Iako primena principa superpozicije zahteva viSestruko reSavanje sistema jednalina,
sistemi jednacina koji se dobijaju posle anuliranja preostalih nezavisnih izvora su Cesto znatno
jednostavniji, pa njihovo reSavanje ne predstavlja problem.

Princip homogenosti tvrdi da ako se u jednom linearnom kolu neki nezavisni izvor
pomnoZi (skalira) nekom konstantom, onda se njegovi doprinosi strujama i naponima u kolu
mnoZe istom konstantom.

Dokaz ovih principa sledi iz linearnosti sistema jednacina koje opisuju kolo.

Primer 3.3.

Resiti kolo prikazano na slici 3.12. koriste¢i teoremu superpozicije ako su poznate
vrednosti V, =15V, V, =18V, R ,,, =1kQ.
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Resenje:
Posto u kolu postoje dva generatora ono se moze razdvojiti na dva kola kao na slici 3.13.

v,

+h 1 3 A +
O O

Slika 3.13: Princip superpozicije

Struja 1, u prvom kolu je jednaka:
Lo -V, 15V _
"R +R,[R,  1.5kQ
Struja 1, u drugom kolu je jednaka:
"V, 1 (—v RJR J 1 05kQ

“RJR;+R, | 1kQ V2 15k’

-1ImA.

I, =
' R, R,

Ukupnastruja I, =1, +1; =-0.4mA . Na sli¢an nacin se dobija:

oV, 1.8V

|, = =- =-1.2mA
R,+RJR,  15kQ

|
' R, R,

v, 1(\/ R,|R, ] 1 ., 05kQ

"Ry|R;+R ) 1kQ M 1.5kQ)

"

Ukupna struja I,=1, +1, =-0.7mA, odakle je na kraju |,=—I,—1, =1.1ImA.
Interesantno je uporediti sloZenost ovog, a 1 prethodnih postupaka za reSavanje kola sa
direktnom primenom Omovog zakona na trnasformisano kolo, Sto ¢e niti ilustrovano slede¢im

primerom

Primer 3.4

Resiti kolo prikazano na slici 3.12. koriste¢i transformaciju zvezde u trougao ako su
poznate vrednosti V, =1.5V, V, =18V, R,,, =1kQ.

Resenje:

Otpornicka zvezda se moze transformisati u trougao kao §to je prikazano na slici 3.14.
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Slika 3.14: Transformacija zvezde u trougao.

S obzirom da vazi daje R, =R, =R, sledidaje R,=R +R, + R;{Rz =3kQ=R, =R,
3

Sada je ocigledno da je 1, = —% =-05mA, I, = Ve —0.6mA i I, =

0 02 12
zatimidaje I, =—l,,—l,=1IMA, I, =1, +1,=-04mA i I, =1,—1,=-0.7mA.

“VitV, 0.1mA a

Vidi se da u ovom konkretnom sluc¢aju najednostavniji postupak je transformacija kola
ekvivalentiranjem zvezde u trougao. Naravno, to generalno ne vazi.

3.9  Transformacija izvora

U elektricnim kolima kojima se modeluju realna kola, retko se srecu neidealni naponski i
strujni izvori, jer se njihova neidealnost uglavnom moze zanemariti. Isto vazi i za pojacavacka
kola u kojima se pojavljuju kontrolisani izvori. Ipak, u slu¢ajevima kada se te neidealnosti
moraju uzeti u obzir, ¢esto je pogodno Kkoristiti moguénost transformacije izvora.

Neka neidealni naponski izvor, prikazan na slici 3.15, ima kona¢nu unutrasnju otpornost
Rv . Neka neidealni strujni izvor, takode prikazan na slici 3.15, ima kona¢nu unutra$nju
provodnost G, =1/R. .

U cilju uproscenja kola, ponekad je pogodno pretvoriti strujni izvor u ekvivalentni
naponski izvor i obrnuto. Do uslova ekvivalencije se lako moze do¢i posmatranjem slike 3.15.

O | ngn (D32,

Slika 3.15: Transformacija neidealnog strujnog i naponskog izvora.

Ako se na neidealni strujni ili naponski izvor prikljuci isti otpornik proizvoljne otpornosti
Rp, onda u slu¢aju ekvivalentnih izvora struja kroz otpornik R, mora biti isti u oba kola. Po
Omovom zakonu, onda je isti i napon na otporniku R,. Dakle, iz uslova jednakosti struja kroz R,
sledi:
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1V R.

I = =——1| 1.24
" R+R, R+R, (1.24)

odakle se direktno dobijaju uslovi ekvivalencije realnog naponskog i strujnog izvora:
V=RI, R =R (1.25)

Dakle, ako u kolu imamo strujni izvor struje | i njemu paralelno vezan otpornik R, onda
se ova kombinacija moze zameniti ekvivalentnim naponskim izvorom napona V =RI i serijski
vezanim otpornikom R. Takode vazi i obrnuto: ako u kolu imamo naponski izvor napona V sa
serijski vezanim otpornikom R, onda se ova kombinacija moze zameniti ekvivalentnim strujnim
izvorom struje 1 =V/R i njemu paralelno vezanim otpornikom R. Ostali parametri kola u kome
se nalaze nezavisni izvori ostaju nepromenjeni.

Transformacija izvora je primenljiva i na kontrolisane generatore gde se generator koji se
transformise privremeno smatra nezavisnim, slika 3.16, i tu vazi ekvivalencija

rL="r, a=rg (1.26)
[o —O0 O O
+ r +
+
I’u 4 aVv I’-u 4 IFI
/=0v
o— N o © - o

Slika 3.16: Transformacija neidealnog kontrolisanog strujnog i naponskog izvora

Transformacije izvora mogu imati znacajnu primenu u uproséavanju elektricnih kola,
kada je potrebno smanjiti broj ¢vorova ili smanjiti broj petlji u kolu. Generalizacija
transformacije izvora formulisana je kroz dve teoreme obradene u slede¢em poglavlju.
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3.10 Tevenenova i Nortonova teorema

Pretpostavimo da imamo neko elektri¢no kolo i da Zelimo da odredimo struju, napon ili
snagu na nekom otporniku, koji ¢emo nazvati potrosac i obeleziti sa R,. Ova situacija je
ilustrovana na slici 3.17a. Tevenenova i Nortonova teorema pokazuju kako se celo kolo, osim
potrosaca, moze zameniti ekvivalentnim realnim naponskim ili strujnim izvorom, tako da struja i

napon potrosaca ostanu nepromenjeni.
Posmatrajmo kolo na sl. 3.17a. Ako se potrosac iskljuéi iz kola, pristupni krajevi ostaju

otvoreni, i na njima postoji napon, koji ¢emo nazvati napon otvorene veze i obeleziti sa V. , kao
na slici 3.17b. Medutim, ako se posle isklju¢enja potro$aca pristupni krajevi kratko spoje, onda
izmedu njih postoji struja kratkog spoja, koju ¢emo obeleziti sa | , kao na slici 3.17c.

A A
——O —o0
T +
Kolo sa Kolo sa Kolo sa
izvorimai R, § izvorima i Voc izvorima i | P

otpornicima otpornicima otpornicima
5 5 )
B B B

(a) (b) (©

Slika 3.17: Odredivanje napona otvorenih krajeva i struje kratkog spoja.

Kao ilustraciju Tevenenove teoreme posmatrajmo kolo na sl. 3.18a, u kome je kompletno
kolo sa izvorima i otpornicima (bez potrosaca) zamenjeno ekvivalentnim naponskim izvorom V;

I serijski vezanim otpornikom R; . Poredenjem kola sa slike 3.17 i slike 3.18a, lako se vidi da su
struja kroz potrosac i napon na potroSacu isti ako je:

V; =V, R =-% (1.27)

o>

w ¢

(b)

Slika 3.18: Tevenenovo i Nortonovo ekvivalentno kolo.

Ove relacije i jednacine 3.27 predstavljaju Tevenenovu teoremu koja glasi:
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Svako elektri¢no kolo sa zavisnim i nezavisnim izvorima i otpornicima se moze zameniti

ekvivalentnim kolom koje se sastoji od idealnog naponskog izvora V;, ¢iji je napon jednak
naponu kola sa iskljuéenim potrosatem V. , i serijskog otpornika R; , ¢ija je otpornost jednaka

koli¢niku napona kola sa isklju¢enim potroSacem V. i struje kroz kratkospojeni potrosac | .

Kao ilustraciju Nortonove teoreme posmatrajmo kolo na sl. 3.18b, u kome je kompletno
kolo sa izvorima i otpornicima (bez potrosaca) zamenjeno ekvivalentnim strujnim izvorom I i

paralelno vezanim otpornikom R, . Poredenjem kola sa slike 3.17 i slike 3.18b, lako se vidi da
su struja kroz potrosac i napon na potrosacu isti ako je:

I, =1y, R,=toc (1.28)

ISC
Ove relacije predstavljaju Nortonovu teoremu koja glasi:

Svako elektricno kolo sa zavisnim i nezavisnim izvorima i otpornicima se moze zameniti
ekvivalentnim kolom koje se sastoji od idealnog strujnog izvora |, ¢ija je struja jednaka struji

kroz kratkospojeni potrosac |, i paralelnog otpornika Ry, ¢ija je otpornost jednaka koli¢niku
napona kola sa isklju¢enim potroSaem V. i struje kroz kratkospojeni potrosac | .
Izracunavanje ekvivalentne otpornosti R, ili Ry se moze uraditi koris¢enjem test
generatora.
Ako se umesto potroSaca na krajeve A i B prikljuci se naponski generator V;, nezavisni
izvori u kolu se anuliraju kratkospajanjem nezavisnih naponskih izvora i raskidanjem nezavisnih
strujnih izvora, a zatim odredi struja kroz test generator |-, dobija se ekvivalentna otpornost kao

R, =V, /1. . Isti postupak se moze sprovesti i prikljudivanjem strujnog test generatora, I, i
odredivanjem napona na njemu, V; . Odluka o tome koji postupak treba primeniti zavisi od toga
kolika upro$¢enja donosi jedan ili drugi nacin.

Primer 3.5

Odrediti ekvivalentnu otpornost izmedju tataka A i B u kolu sa kontrolisanim
generatorom koje je prikazano naslici 3.19.

=

Slika 3.19: Kolo sa kontrolisanim generatorom

Resenje:
Prvi korak u reSavanju je anuliranje nezavisnih generatora, strujni se zamenjuje

otvorenom vezom a naponski kratkim spojem. Potom se izmedu taaka za koje se racuna
otpornost postavi test generator. Ovim izmenama se dobija kolo koje je prikazano na slici 3.20.
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Slika 3.20 Upros$éeno kolo sa kontrolisanim generatorom

Potrebno je izraCunati struju test generatora u zavisnosti od testnog napona, koli¢nik
napona 1 struje jednak je trazenoj ekvivalentnoj otpornosti. Kolo se dalje moze pojednostaviti
kao Sto je prikazano na slici 3.21.

Slika 3.21. Ekvivalentna §ema

Struja test generatora jednaka je zbiru struja u ostale tri grane kola:
i, =V, /R—(1+ p)ig

Dalje je potrebno izraziti struju i, preko napona Vv, :

ip =V, /(R +R,)

Zamenom u prethodnu jednacinu dobija se zavisnost struje test generatora od napona test
generatora:

i, =V, /R, +V,(1+ B) /(R +R,) =V, / R,s.

Deljenjem obe strane jednakosti sa v, dobija se jednakost u kojoj figurise trazena
ekvivalentna otpornost:

1R, =1/R,+(1+B) /(R +R,).

Konac¢no vazi:
R +R
Ras =Ry 11 2,
+p
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4. Kalem i kondenzator u kolima sa promenljivim strujama

U elektronskim kolima se cCesto deSava da se struktura kola menja istovremenim
otvaranjem ili zatvaranjem jednog ili viSe prekidaca, §to je na primer ekvivalentno promeni
stanja provodnosti diode u kolu. Posle takve promene nastaje promena napona i struja u kolu
koja se odvija po odredenim zakonitostima, a koje ¢emo proucavati u ovom poglavlju. Takva
analiza kola se naziva analiza prelaznog reZima.

U odvijanju prelaznih pojava klju¢nu ulogu imaju dva pasivna elementa koje smo vec
pomenuli: kondenzator i kalem. Oba ova elementa imaju neke zajedni¢ke osobine. Oni su
linearni elementi jer je kod njih relacija izmedu struje i napona predstavljena linearnim
diferencijalnim jednacinama. Takode, oba elementa imaju sposobnost akumulacije energije. Kod
kondenzatora energija se akumulira u elektricnom polju, a kod kalema u magnetskom polju.
Akumulirana energija se moze predati ostatku kola. Zbog ove osobine akumulacije energije,
kondenzator i kalem se nazivaju i reaktivni elementi.

4.1 Kondenzator

Kondenzator se sastoji od dve provodne povrSine razdvojene izolacionim materijalom

(dielektrikom). Opterecenje kondenzatora, ¢iji je simbol zajedno sa referentnim smerovima za
napon i struju prikazan na slici 4.1, srazmerno je naponu na kondenzatoru:

Q=CV (4.1)

Konstanta C u prethodnom izrazu naziva se kapacitivnost (kapacitet) kondenzatora.

Ako se napon na kondenzatoru ne menja, posto su elektrode kondenzatora izolovane
dielektrikom, nema stalne struje kroz kondenzator. Dakle, pri konstantnoj pobudi kondenzator se
ponasa kao otvorena veza.

Slika 4.1: Simbol kondenzatora i referentni smerovi za struju i napon.

Medutim, ako se napon na kondenzatoru menja sa vremenom, menjace se 1 njegovo
elektri¢no opterecenje:

q(t) =Cv(t) (4.2)
Diferenciranjem ove jednacine po vremenu se dobija:

4a4® _ iy = ¢ IV
o =i0=C= (4.3)

Dakle, ako se napon na kondenzatoru menja, optere¢enje na kondenzatoru se takode
menja, sto znaci da postoji struja kroz kondenzator.
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Iz poslednje jednacine se takode vidi da nije moguce naglo promeniti napon na
kondenzatoru jer bi to zahtevalo beskona¢no veliku struju kroz njega.
Integracijom jednacine (4.3) se dobija:

t

v(t) :% j i(x)dx = é ]1 i(x)dx +éj'i(x)dx =V(t,) +%ji(x)dx 4.9

f
gde se v(t,) naziva pocetni napon na kondenzatoru.

Energija akumulirana u elektri¢nom polju kondenzatora se moze odrediti iz snage koja se
predaje kondenzatoru:

w, (t) = j; P, (X) dx = j' v(x) C % dx = %Cvz(t) (4.5)

—00

Kapacitet kondenzatora u praksi kreée se od pikofarada (1 pF = 10 F) do farada. Realni
kondenzatori nemaju idealni dielektrik, tako da postoji slaba provodnost izmedu dve ploce.
Neidealni dielektrik se modeluje vezivanjem otpornika velike otpornosti paralelno kondenzatoru.

Slicno otpornicima, i kondenzatori se mogu vezivati paralelno ili serijski. Koriste¢i I
Kirhofov zakon, lako se moze pokazati da ekvivalentna kapacitivhost paralelne veze
kondenzatora predstavlja zbir kapacitivnosti paralelno vezanih kondenzatora:

C,=C,+C,+---+Cy (4.6)

Koris¢enjem II Kirhofovog zakona, lako se dobija da reciprocna vrednost ekvivalentne
kapacitivnosti serijske veze kondenzatora predstavlja zbir recipro¢nih vrednosti kapacitivnosti
serijski vezanih kondenzatora:

— =+ —4 -+ — 4.7
c (4.7)

4.2 Kalem

Kalem se sastoji od provodne zice koja je namotana oko jezgra od nemagnetnog ili
magnetnog materijala. Simbol kalema, zajedno sa referentnim smerovima za napon i struju
prikazan je na slici 4.2.

Relacija izmedu napona i struje kalema data je diferencijalnom jednacinom:

_ di®)
v =L— (4.8)

Konstanta L u prethodnom izrazu naziva se induktivnost kalema.

Ako je struja kroz kalem konstantna, njen prvi izvod je nula, pa je napon na kalemu
takode nula. Dakle, u stalnom jednosmernom rezimu kalem se ponasa kao kratak spoj.

4.2



' (t)
L+ =
ml_ |

Slika 4.2: Simbol kalema i referentni smerovi za struju i napon.

Postupajuci na slican nacin kao kod kondenzatora, integracijom jednacine (4.8) se dobija:
1 1
i0== jw vO)dx =ity) + tj v(x)dx (4.9)

gde je i(t,) pocetna struja kroz kalem.

Energija akumulirana u magnetskom polju kalema moze se odrediti iz snage koja se
predaje kalemu:

W (t)_j p_(x) dx —J‘L D09 {4y dx ——L| ) (4.10)

Induktivnost kalemova u praksi se kre¢e od puH do nekoliko H. Realni kalemovi imaju
malu, ali kona¢nu otpornost Zice, tako da disipiraju energiju. Neidealni kalem se modeluje
vezivanjem otpornika male otpornosti na red sa kalemom.

Kalemovi se mogu povezivati paralelno ili serijski. U sluc¢aju paralelne veza kalemova, iz
I Kirhofovog zakona sledi da reciprocna vrednost ekvivalentne induktivnosti paralelne veze
kalemova predstavlja zbir recipro¢nih vrednosti induktivnosti paralelno vezanih kalemova:

e RS (4.11)

Koris¢enjem II Kirhofovog zakona, dobija se da ekvivalentna induktivnost serijske veze
kalemova predstavlja zbir vrednosti induktivnosti serijski vezanih kalemova:

L=L+L +--+L, (4.12)

4.3  Kola prvog reda sa kondenzatorima i kalemovima

Kola prvog reda sadrze izvore, otpornike i jedan kondenzator (RC kola) ili jedan kalem
(RL kola) i najjednostavniji primer takvih kola prikazan je na slici 4.3.

Da bi posmatrali prelazni rezim kod kola prvog reda, smatracemo da se prekidac, koji je
bio otvoren, zatvara u trenutku t =0, ¢ime se pobudni izvor vezuje u kolo. Ponasanje RC kola za
t> 0 odredeno je drugim Kirhofovim zakonom, koji za kolo sa slike 4.3a glasi:

é j i(X)dx+ Ri(t) =V, (4.13)
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¢ijim se diferenciranjem po vremenu dobija:

i) pdi® _, (4.14)
C dt '
ili, posle sredivanja,
dl(t)
it (t) 0 (4.15)
t=0
—} —AM— —Y

i(t) i(t)

Slika 4.3: Kola prvog reda: RC kolo i RL kolo.

Ponasanje RL kola za t > 0 odredeno je drugim Kirhofovim zakonom, koji za kolo sa
slike 4.3a glasi:

dl(tt)+R|(t) v, (4.16)
ili, posle sredivanja,
dl(t) R.
it)y=— 4.17
& L'® (4.17)

Poredenjem diferencijalnih jedna¢ina za RC kolo (4.15) i RL kolo (4.17), vidi se da se
oba kola mogu opisati diferencijalnom jednac¢inom oblika:

O | vty = £ (1) (4.18)

Iz matematike je poznato da se reSenje diferencijalne jednadine (4.18) mozZe uvek
predstaviti u obliku:

X(t) = X, (t) + %, (V) (4.19)
gde je x,(t) prinudno resenje, koje predstavlja ma koje reSenje diferencijalne jednacine:

X, (1)

L ax, 0= () (4.20)

dok je x.(t) prirodno resenje, koje predstavlja reSenje homogene diferencijalne jednacine:
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—dxét(t) +ax(t) =0 (4.21)

Iz jednacine koja daje prirodno reSenje (4.20) se vidi da reSenje X (t) i njegov izvod

dx, (t)/dt moraju imati isti vremenski oblik, jer se ina¢e ne bi mogli ponistiti. Jedan moguéi
oblik za x_(t) je eksponencijalna funkcija x_(t) = Ke . Sto se prinudnog resenja X, () tiCe, ono
se mora sastojati od funkcije f(t) i njenog prvog izvoda df (t)/dt. Izuzetak od ovog pravila

predstavlja slucaj f(t)=Ae ™, gde je a ista konstanta kao u diferencijalnoj jednaéini.

U slucaju posmatranih RC i RL kola, f(tf)=A =const, pa je prinudno reSenje
diferencijalne jednacine takode konstanta x(t) = K, . Prirodno reSenje je, kao Sto je ve¢ receno,

eksponencijalnog oblika x, (t) = K,e . Kompletno resenje diferencijalne jednadine je onda:
X(t) =K, +Ke ™ =K, +K,e"" (4.22)

Konstanta 7 =1/a naziva se vremenska konstanta kola. Za RC kolo, © = RC, dok je za

RL kolo t = L/R. Vremenska konstanta kola odreduje brzinu kojom se odvijaju promene napona
ili struja u kolu. Lako je pokazati da se za vreme t=17 posmatrana veli¢ina x(t) promeni za
63.2% od ukupne moguce promene, dok se za vreme t=>57 ista veli¢ina promeni za 99.3%.
Dakle, posle pet vremenskih konstanti prelazni proces je prakticno zavrsen. Ova analiza
pokazuje da velika vremenska konstanta znaci sporo odvijanje promena veli¢ina u kolu, a da
mala vremenska konstanta zna¢i brzo odvijanje promena veli¢ina u kolu. Za ilustraciju ove
¢injenice, na slici 4.4 su prikazani oblici reSenja (4.22) dobijeni za dve vrednosti vremenske
konstante 7, =11 7, =0.2, dok su ostali parametri isti: K, =0 i K, =1.

0 'l L 'l I d :
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Slika 4.4: Zavisnost brzine promene odziva od vremenske konstante.
Primetimo da drugi ¢lan u reSenju (4.22) tezi ka nuli kada t—o0. Dakle:

K, = limx(t) = x(e0) (4.23)

Konstanta K, se naziva ravnotezno resenje.
Takode se, iz uslova:
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tIiﬁrgg X(t) =x(0") =K, + K, = x(0) + K, (4.24)
dobija:
K, =x(0") — x(0) (4.25)
tako da se konacno resenje (4.22) moZze napisati i u obliku:
X(t) = X(o0) +(X(0") = x(x0) Je " (4.26)

koji moze korisno posluziti za direktno pisanje jednacine za bilo koji promenljivi napon ili
struju, ako su poznate veli¢ine X(0%), x() i =

Rezime analize kola prvog reda kada je pobuda nastala promenom stanja prekidaca:

1. Analizira se kolo neposredno pre promene stanja prekidaca u trenutku t=0", da bi se
odredio napon na kondenzatoru V.(07)=v.(0)=v.(0") ili struja kalema
iL(Oi) = iL(O) = iL(O+)

2. Pocetni uslov x(0") se dobija resavanjem jednosmernog kola u kome je kondenzator
zamenjen generatorom jednosmernog napona ekvivalentan njegovoj akumulisanoj
energiji u trenutku t = 0, dok je kalem zamenjen generatorom jednosmerne struje
ekvivalentne njegovoj akumulisanoj energiji u trenutku t = 0.

3. Finalni uslov x(o0) se dobija kada se resi jednosmerno kolo nakon promene stanja
prekida¢a koje bi potencijalno postojalo u ravnoteznom stanju. Pri tome je
kondenzator otvorena veza, a kalem kratak spoj.

4. Vremenska konstanta r dobija se kao 7 = RC, ili z=L/R gde je R ekvivalentna
otpornost koju vide kondenzator ili kalem.

5. Analiza vazi za bilo koju promenljivu veli¢inu u kolu, struju, napon ili potencijal.

Rezultati koji su izvedeni u ovom poglavlju su generalni mogu se uspesno primeniti i na
sloZenija kola. U nekim slu¢ajevima primenom Tevenenove ili Nortonove teoreme, deo kola sa
otpornicima 1 izvorima se moZe predstaviti ekvivalentnim izvorom i otpornikom, a vise
kondenzatora ili kalemova se mogu ekvivalentirati jednim kondenzatorom ili kalemom ukoliko
su vezani paralelno ili serijski. U takvim slu¢ajevima naponi 1 struje kondenzatora ili kalemova
dobijaju se kao resenje prostog RC ili RL kola.
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Primer 4.1

Za kolo sa Slike 4.4, trenutku t = 0 zatvori se prekida¢ P. Odrediti vremensku zavisnost
izlaznog napona v,(t).

Ry
NN °/°P
AYAYAY,
Ry R
O 3
Up
4 C =— lov

§R4

Slika 4.4. Slika uz primer 4.1

Resenje:

Dato kolo je pre promene stanja prekidaca bilo u ravnoteznom stanju, $to znaci da je
neposredno pre zatvaranja prekidaca bilo u jednosmernom rezimu. Tada je kondenzator otvorena
veza i da bi se dobili naponi i struje za t < 0 reSava se kolo sa slike 4.5

1\5\2/\1
]
X +
VC(O)C § Rs
<>— i - t+o Vv (07)

Slika 4.5. Odredivanje stanja pre zatvaranja prekidaca

Tada ce napon na kondenzatoru dobija kao pad napona na rednoj vezi otpornika R4 i R3:

_ Ra+R
Ve (07)=ve (0)=ve (0N =—2""4 _uy,,
c(0)=vc(0)=vc(0") Ry +Ry +R, °
dok je vrednost napona na izlazu jednaka
_ R
vi(0)=—"%—Ujs
R3+R4+R1

Pocetni uslov x(0%)je napon na izlazu v,(0") neposredno nakon promene stanja
prekidaca (u trenutku t=0") i dobija se na osnovu kola sa slike 4.6. u kome je akumulisana
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energija kondenzatora predstavljena kao ekvivalentni naponski generator vrednosti vc(0). Napon
v, (0") se dobija kao pad napona na otporniku R4:

Ry

NV

Ry §R
N 3
<>_UO Ve (0+)<

IN_/ +
5
=<
(=)
+
N

Slika 4.6. Odredivanje pocetnog uslova

v (0%) = Re v(o+ By ___ R4
! Ry +

Up = Uo
/QA/R/R3+R4+R1 Ry +Ry+Ry

U ovom sluéaju x(0") = x(07) §to generalno ne vazi. Ekvivalentna otpornost koju vidi

kondenzator nakon promene stanja prekidaca racuna se prema kolu sa slike 4.7. Pri tome je
nezavisni naponski generator u kolu eliminisan kratkim spajanjem:

Rekv =((Rs+R4) IR I R2),
Odakle se dobija vremenska konstanta

7=CRgy =C-((R3+Ry) IR [IRy).

R
1 § Ry

Slika P 4.7. Odredivanje vremenske konstante

Finalna vrednost izlaznog napona dobija se reSavanjem jednosmernog kola sa slike
P 4.8. 1 0na iznosi:

R4
R3+Ry+Ry | Ry

V| () =

Ug
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Ro
NV
AVAAY,
Ry

R
)Uo Ve (OO)C i § 3

E/‘\l:l

Slika 4.8. Racunanje krajnjeg uslova

Kada su odredeni parametri v, (0"), Vv, (%) i 7, primenom jednaéine 4.26 dobija se Zeljeni

odziv.
Primer 4.2:

U kolu sa slike 4.9. deluje generator jednosmernog napona V. Ako se u trenutku t =0
zatvori prekida¢ P, odrediti i nacrtati napon izlazni napon v, (t) . Vrednosti komponenti u kolu

su C=22nF,Vy =5V, R =R, =4.7kQ, Ry =R, =800Q.

P
T v
Rl R3
+
VO <> C% R4

Slika 4.9. Kolo uz primer 4.2

Resenje:
Pre zatvaranja prekidaca, zat <0, kolo se nalazi u stacionarnom stanju. Naponi na izlazu
kola 1 na kondenzatoru se dobijaju reSavanjem jednosmernog kola koje se dobija eliminacijom

kondenzatora, slika 4.10. a).

Ry

v (07) =V, =0.635V,
10 OR +R3+Ry
ve (07) =V, Rt _qo7v.
Rl + R3 + R4
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Nakon zatvaranja prekidaca, na osnovu ekvivalentnog kola sa slike 4.10. b) rac¢una se
poéetna vrednost izlaznog napona. Radi lakSeg raCunanja, otpornici Ry iR,, i naponi

Vo ive (07), ekvivalentiraju se Tevenenovim generatorom:

~VoRo +Vve (0)Ry

V =3.14V, Ry = Ry || Ry = 2.35kQ,
T R+ R, T =R llRy
v, (0%) = Ra Vy =0.796V.
RT + R4

Krajnja vrednost napona se dobija resavanjem kola sa slike 4.10. c).

p P
v (07) Vi ()
Ry _ Ry
+ ve (07) +
Vo © Re v Ra
RZ R2
-b) -c)
Slika 4.10.
vy () = Ry Vo =073V,
4+ Ry

dok vremenska konstanta iznosi:
T =C (R2 + Rl || R4) =ll8},tS

Primenom jednacine 4.26 dobija se vremenska zavisnost napona V, (t) . Kada su odredeni
parametri v, (0"), Vv, () i 7, primenom jednaline 4.26 dobija se Zeljeni odziv za t > 0. Na slici
4.11. prikazan je vremenski dijagram napona v (t) .

Fvi(t)
0.796V

Y R

—10.635V

Slika 4.11: vremenski dijagram napona v, (t) .
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U ovom sluéaju nije ispunjeno da je x(07) =x(0") .

Primer 4.3.

Kolo sa slike je 4.12. je pobudeno strujnim generatorom gde je njegova struja definisana

izrazom
o () = 0,t<0
G B |0, t>0’

pri ¢emu je lg =8mA. Ako je se u trenutku t = 0 otvori prekida¢ P odrediti i nacrtati izlazni
napon v, (t) . Poznato je: R=1kQ, L=10mH, V5=20V.

Slika 4.12: Kolo uz primer 4.3

Resenje:

Kolo je do trenutka otvaranja prekidaca bilo u jednosmernom rezimu u kome je delovao
naponski generator, a strujni generator nije delovao. Struja kalema, neposredno pre zatvaranja
prekidaca, dobija se reSavanjem jednosmernog kola sa slike 4.13. u kome se kalem ponasa kao
kratak spoj:

Slika 4.13

10 mA.

... Vg 20V
iLO) ===

Pocetna vrednost izlaznog napona Vv (0") za t=0" se dobija reSavanjem jednosmernog

kola u kome je kalem zamenjen jednosmernim strujnim izvorom, naponski generator je uklonjen
iz kola jer je prekidac¢ otvoren, a strujni generator deluje u kolu, slika 4.14 a):
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v (0")=R-i_ (07) =10V

Krajnja vrednost napona na izlazu se dobija reSavanjem jednosmernog kola u kome je
kalem zamenjen kratkim spojem, slika 4.14b. Posto se struja strujnog izvora deli na dva jednaka
dela vazi da je

Vi(©)=R-1g/2=4V

Vremenska konstanta se dobija kao 7 =L/Rg,, = L/2R =5us, gde je Re ekvivalentna
otpornost koju vidi kalem. Vremenska zavisnost izlaznog napona je data sa:

vy (t) =4V+6V e U7

dok je vremenski dijagram izlaznog napona prikazan na slici 4.15.
v (0%)

Slika 4.14. b)

| 2P

Slika 4.15.
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4.4  Koladrugog reda sa kondenzatorima i kalemovima

Nesto slozeniji slucaj za analizu nastaje kada su kondenzator i kalem istovremeno
prisutni u kolu. Tada se dobijaju elektri¢na kola saCinjena od izvora, otpornika, kondenzatora 1
kalema (RLC kola), koja su predstavljena na slici 4.16.

Ako postoji pocetna energija u kalemu i kondenzatoru, onda se za prvo RLC kolo moze
napisati jednacina po I Kirhofovom zakonu:

%+iL(to)+%iv(x)dx+C¥:is(t) (4.27)

dok se za drugo RLC kolo moze napisati jednacina po II Kirhofovom zakonu:

di(t)

Ri(t)+vc(t0)+é_t[i(x)dx+ L=

t

—v,(t) (4.28)

s (1) — v

(o]

NN—TI
R L

vg (t) CB c —— vc(to)

B it)

<
%

Slika 4.16: Kola drugog reda (RLC kola), paralelno i redno

Ako se obe jednacine diferenciraju po vremenu, a zatim prva podeli sa C a druga sa L,
onda se dobija:

dv® , 1 v 1, 1di) (4.29)

d2 RC dt LC '~ C dt '
odnosno,

dli@)  Rdi) | 1, 1dv() (4.30)

di> L dt LC L dt

Dakle, oba kola se mogu opisati diferencijalnom jednac¢inom drugog reda sa konstantnim
koeficijentima:
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d2x(t) _ dx(t)
dt? a4 dt

+a,x(t) = f(t) (4.31)
¢ije je reSenje:
X(t) = X, (t) + % (1) (4.32)

gde je x,(t) prinudno resenje, a X (t) prirodno resenje.

Ako je pobudna funkcija konstanta, f(t)=A, kao na slici 4.5, onda je prinudno resenje
X, (t) reSenje jednacine:

dzxp(t) ‘o, dx, (t)
dt? dt

+a,X,(t)=A (4.33)

Iz ¢injenice da prinudno resenje mora biti sacinjeno od funkcije f(t)=A i njenog prvog
izvoda df (t)/dt =0 sledi:
X, (1) = A/a, (4.34)

Homogena jednacina iz koje se dobija prirodno resenje se moze napisati i u obliku:

2
d°x(v) _, Q)
dt

" +afx(t) =0 (4.35)

Smenom Xx(t) = Ke* # 0, ova jednacina postaje algebarska jednacina:
s’Ke™ +2asKe™ + ol Ke® =0 (4.36)
ili
s +2as+a; =0 (4.37)

Ova jednaina se naziva karakteristicna jednacina, Koeficijent o se naziva koeficijent
prigusenja, a dok se wg naziva rezonantna ucestanost. Resenja ove kvadratne jednacine su:

5,8, =—ata’ -} (4.38)

I nazivaju se prirodne (sopstvene) ucestanosti. ReSenja homogene diferencijalne jednacine (4.35)
Su:

x (1) =Ke™, x(t)=K,.e* (4.39)
a njihov zbir takode predstavlja prirodno resenje:
X, (t) = K™ + K,e” (4.40)

Konstante K i K; se odreduju iz pogetnih uslova x(0) i dx(0)/dt.
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Zavisno od vrednosti parametara o i @, razlikuju se tri slucaja:

1. a > w, - priguseno resenje. ReSenja S i S; su realna i1 nejednaka, pa je prirodno resenje
oblika:

X, (£) = K,g Ve gt (4.41)

i predstavlja zbir dve opadajuce eksponencijalne funkcije. Konstante K; i K, se odreduju iz
pocetnih uslova.

2. a = w, - kriticno priguseno resenje. Resenja S1 1 S, su realna i jednaka, pa je prirodno
reSenje oblika:

x.(t)=Be ™™ +B,te™ (4.42)
Konstante B; i B, se odreduju iz pocetnih uslova.

3. a<wm, - nepriguseno resenje. ReSenja S; 1 S, su konjugovano kompleksna, pa je
prirodno resenje oblika:

X, (t) = Ky @)t 4 Koe @t — g~ (A cos et + A, sin o,t) (4.43)

gde je:
w, = o} —a’ (4.44)

Dobijeno reSenje ima oscilatorni karakter sa eksponencijalno opadaju¢om amplitudom
oscilacija. Konstante A; i A; se odreduju iz pocetnih uslova.

Na slici 4.17 prikazani su odzivi kola u sva tri slucaja, za iste pocetne uslove i istu
ucestanost @, =1 i tri vrednosti koeficijenta prigusenja o, « =2, a=1 i « =0.5. Uocava se da

je odziv kola najbrzi u slucaju kriticnog prigusenja.

A

1.2

0.8r

0.6f

0.4

] Slucaj 1
0.2; Slucaj 2
Slucaj 3 ¢
L L " " " " " " " >
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Slika 4.17: Tri slu¢aja odziva kola drugog reda.
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5. Kola sa naizmeni¢nim strujama

Posebna klasa elektricnih kola su ona kod kojih su naponi i struje pobudnih izvora
periodi¢ni signali u vremenu. Pri tome se pod periodi¢nos¢éu podrazumeva da elektri¢na veli¢ina
X(t) menja svoje vrednosti u regularnim intervalima. Ukoliko je elektri¢no kolo stabilno, nakon
uspostavljanja periodi¢ne pobude u rezimu koji nastaje posle smirivanja prelaznih pojava, naponi
i struje elemenata kola ¢e takode imati periodi¢an vremenski oblik. U zavisnosti od prirode
periodi¢nog signala razlikujemo:

e prostoperiodi¢ne signale koji mogu da se opiSu samo kosinusnom ili sinusnom
funkcijom, i

e slozenoperiodi¢ne signale koji mogu da se opiSu sumom prostoperiodi¢nih
funkcija.

U elektrotehnici je narocit interes za proucavanje kola pobudenih prostoperiodi¢nim
naponima i strujama, s obzirom na ¢injenicu da je naizmeni¢ni napon dominantan u snabdevanju
elektricnom energijom u domacdinstvima i industriji. Takode, poSto se primenom Furijeove
analize moze pokazati da se bilo kakva periodicna funkcija moze predstaviti zbirom
prostoperiodi¢nih funkcija, za analizu kola sa sloZzenim periodi¢énim pobudama mozZe se primeniti
princip superpozicije i metode reSavanja kola sa prostoperiodicnim pobudama.

Periodi¢ne veli¢ine imaju neke karakteristicne osobine i opisuju se sa vise kriterijumskih
veli¢ina. O ovom poglavlju naves¢emo samo elementarne koji su dovoljni za dalja razmatranja.

Za periodi¢nu veli¢inu x(t) najmanji moguci interval T za Koji je ispunjeno da je
X(t)=x({t+n-T) (5.1)

naziva se osnovni period. Pri tome je ne N,t e R. Osnovna frekvencija periodi¢ne veli¢ine je
recipro¢na vrednost osnovnog perioda f =1/T, jedinica Herc [Hz] dok je osnovna kruzna

ucestanost definisana kao w=2xf sa jedinicom radijan u sekundi [rad/s].
Za opisivanje karakteristika periodi¢ne funkcije bitni su pojmovi srednje i efektivne
vrednosti. Srednja vrednost periodi¢ne veli¢ine je definisana kao

X = ].x(t)dt , (5.2)

1
=

pri ¢emu je ocigledno da prostoperiodi¢na velic¢ina srednju vrednost jednaku nuli. Srednja
kvadratna vrednost (RMS - Root Mean Square)periodi¢ne veli¢ine je definisana na sledeéi nacin:

Xrus :1,%_:[)(2 (t)dt . (5.3)

X(t) = X,, cos(at + @) (5.4)

Za prostoperiodi¢nu veli¢inu

je poznato da je RMS vrednost jednaka
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17 1 1+ cos(2et + 2¢)
Xore = |— | X, 2 cos?(at + @)dt = X,, |= dt =
RMS \/T'! M (w (P) M\/T£ 5

(5.5)
.
J-l J-cos(Za)tJngo)dt =X—M:O707-X
0 2 . N

2 V2

0

U rezistivnim mrezama koje se sastoje samo od termogenih otpornika i kontrolisanih
generatora, RMS vrednosti hapona i struja su dovoljne da bi se odredivale srednje snage u kolu:

p(t)dt——!R i*(t)dt =R (%}iz(t)dt]ﬂ*éms
. (5.6)

p(t)dt— t) dr=l ( G (t)dtJ—vRMS/R

Dakle, za rezistivna kola, pored toga Sto se reSavaju metodama DC analize, dovoljne su i
efektivne vrednosti struja i napona da bi se raunale srednje snage. Medutim, za kola koja sadrze
i rekativne komponente kao Sto su kalem i kondenzator, potreban je slozZeniji matematicki aparat,
Sto ¢e biti razmotreno u slede¢im poglavljima.

51 Prostoperiodicni reZim, osnovni pojmovi

Posmatracemo prvo kola kod kojih pobudni izvori predstavljaju sinusoidalne funkcije
vremena. AnaliziraCemo ustaljeno, stacionarno ili ravnotezno stanje, koje nastaje posle
smirivanja prelaznih procesa u kolu posle primene sinusoidalne pobude, a kada su naponi i struje
u kolu takode sinusoidalni, odnosno prostoperiodicni. Posmatrajmo sinusnu funkciju:

X(t) = X,, sinawt (5.7)

koja je prikazana na slici 5.1. Xy se naziva amplituda (maksimalna vrednost), o se naziva kruzna
ili ugaona ucestanost, dok je wt argument. Veli¢ina X(t) moze predstavljati napon v(t) ili struju
it).

X(t)

A

Slika 5.1: Sinusna funkcija u funkciji argumenta @t i vremenat.
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Ova funkcija je periodi¢na sa periodom od 27 radijana. Period ove funkcije T i ucestanost

sinusoide f su povezani relacijom:

Iz uslova periodi¢nosti:
ol =2rx
sledi:

a)zz—ﬂ-:Zﬂ'f
T

Nesto opstiji oblik sinusoidalne funkcije je:
X(t) = X,, sin(at +6)

gde je 0 fazni ugao ili pocetna faza.

(5.8)

(5.9)

(5.10)

(5.11)

Posmatrajmo sad najprostije slucajeve kada su elementarne komponente pobudene
prostoperiodi¢nom pobudom u vidu napona ili struje. Ukoliko je otpornik R pobuden strujom

Ip(t) =1,,cos(at + @),

tada je napon na njemu
Vg (t) =Ri,(t) =RI,,cos(at + @),

Sto znaci da je amplituda napona
V, =Rl

Ukoliko je kalem L pobuden strujom
i (t)=1,,cos(at+¢),
tada je napon na kalemu jednak

v, (t) :L%:—a)L- I, Sin(at + @)

=V, sin(wt + @+ ) =V,,cos(wt + @+ 7 / 2),

Sto zna¢i da su amplituda napona i fazni pomeraj napona i odnosu na struju
Vy =oL iAp=rn/2.

U slucaju da se kondenzator C pobudi naponom
V¢ (t) =V,,cos(at + @)

dobice se struja

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)

(5.16)

(5.17)

(5.18)
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. A0 VY B
i. (t)=C e aC-V,, -sin(et+¢) = (5.19)

Iy -sin(wt+@+7)=1,, -cos(at+@+r/2)

zbog toga je veza amplituda struje i napona kao i fazni pomeraj napona i odnosu na struju dati
relacijama

I, .
Vi =i ~Ap=-n/2. (5.20)

Posmatrajmo sad komponentu koja se sastoji od paralelne veze kalema, kondenzatora i
otpornika (paralelno RLC kolo), pobudenu prostoperiodi¢nim naponskim generatorom.

e Ukoliko vrednost kapacitvinosti tezi nuli a vrednost i1 induktivnosti tezi
beskonac¢nosti, kondenzator i1 kalem ¢e da se ponasaju kao otvorena veza, tako da ¢e
generator videti samo otpornik, pa ¢e napon 1 struja generatora biti u fazi.

e Ukoliko otpornost i1 induktivnost teZe beskona¢nosti generator ¢e videti samo
kondenzator pa ¢e postojati fazni pomeraj izmedu napona i struje jednak —m/2.

e Ukoliko otpornost tezi beskonacnosti a kapacitivnost nuli, tada ¢e generator videti
samo kalem pa ¢e postojati fazni pomeraj izmedu napona i struje jednak +mn/2.

e Ukoliko se posmatra paralelna veza realnih otpornika, kalemova i kondenzatora,
logic¢an zakljucak je da fazni pomeraj moze da ima bilo koju vrednost u rasponu od —
/2 do /2.

e Ukoliko se posmatra neka realna uopStena kombinacija viSe otpornika, kalemova 1
kondenzatora, i koja je sa dva prikljucka povezana na pobudni prostoperiodi¢ni
generator, logican zakljucak je da u opStem slucaju struja i napon generatora nisu u
fazi.

U kolima koja su u prostoperiodicnom rezimu, pored amplitude, potrebno je voditi
racuna 1 o fazama, §to zahteva matematicki aparat koji nije razvijen u teoriji jednosmernih kola.
Naravno, koriS¢enjem trigonometrijskih identiteta, 1 reSavanjem diferencijalnih jednacina,
moguce je reSavati i kola koja sadrze kalemove i kondenzatore. To ¢emo ilustrovati primerima
koji slede.

Primer 5.1: Redno RL kolo pobudeno naponskim sinusoidalnim izvorom

Posmatrajmo jedno RL kolo pobudeno naponskim sinusoidalnim izvorom. Tada se po II

Kirhofovom zakonu moze pisati:

L%+ Ri(t) =V,, cos at (5.21)

Posto je pobuda sinusoidalna, struja mora biti oblika:

i(t)=1,, cos(at +¢)
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Zamenom u prethodnu diferencijalnu jednacinu i reSavanjem po nepoznatima ly i ¢,
posle duzeg izraCunavanja se dobija:

Iy S TR ¢:—arctgw—|‘
R? + o’ R
pa je:
i(t)= VY cos(wt —arctg w—L)
JR? + 0?2 R

Primer 5.2 Snaga koju razvija generator u prostoperiodi¢cnom rezimu

U prethodnom izlaganju, zakljucili smo da su struja i napon prostoperiodi¢nog generatora
povezanog na neku sloZzenu komponentu prostoperiodi¢ne funkcije iste ucestanosti, ali ne moraju
biti u fazi. 1z tog razloga snaga koju generator razvija na takvom kolu ne moze da bude samo

prost proizvod amplituda napona i struje. Da bi se odredila snaga koja se razvija, potrebno je
po¢i od trenutne snage i periodi¢ne prirode sistema. Neka su dati napon i struja generatora:

v(t) =V, cos(at +y), i(t) =1 cos(at +6).
Tada je trenutna snaga koju razvija generator jednaka
p(t) =v(t)-i(t) =V,_I  cos(at +)cos(awt +6).

Koriste¢i trigonometrijski identitet cose -cos 8 =(cos(« + ) +cos(a — B))/ 2 dobijamo

trenutnu snagu dekomponovanu na jednosmernu 1 naizmeni¢nu komponentu:
' VI
p(t) = %cos(Za)t +0+y)+ %cos(y/ -0)=Q({t)+P

Jednosmerna komponenta te snage je istovremeno i srednja snaga i to je mera energije
koju generator kontinuirano predaje potrosacu, i ta komponenta snage se naziva aktivna snaga:

VI V|
P=-""cos(y —60) =——cos(y — ) =VI cos 5.22
5 (v -0) Jiﬁ'(w ) (#) (5.22)
Pri tome su Vil RMS vrednosti napona i struje, cos(¢) se naziva faktor snage, a jedinica je W

(Vat).

Prostoperiodi¢na komponenta trenutne snage Q(t) opisuje energiju koja se u jednoj
polovini osnovne periode predaje potrosacu, ali se odmah u sledecoj polovini osnovne periode
preuzima nazad od potroSaca. Moze se pokazati da je vremenski konstantna mera komponente
Q(t) velicina koja se naziva reaktivna snaga:

Q=Vlsin(y) (5.23)
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Jedinica je VAr (Volt — Amper reaktivno)

Ocigledno je da je reaktivna snaga nekoristan deo snage i da se u realnim aplikacijama
pokuSava svesti na najmanju mogué¢u meru, odnosno da odstupanja faktora snage od jedinice
treba svesti na najmanju mogucu meru.

Proizvod RMS vrednosti napona i struje generatora je veli¢ina koja se naziva prividna
snaga, jedinica je VA (Volt — Amper) i ona ima smisla samo ako je unapred poznato da je faktor
snage priblizan jedinici:

S =VI. (5.24)

Kao $to se vidi, do reSenja za vrlo jednostavne probleme dosli smo na komplikovan i
dugotrajan nacdin. Znatno jednostavniji nacin reSavanja kola se dobija uspostavljanjem veze
izmedu prostoperiodi¢nih funkcija i kompleksnih brojeva. Ova veza dovodi do algebarskih
jednacina po prvom i drugom Kirhofovom zakonu, koje zamenjuju odgovarajuce diferencijalne
jednacine, a metode reSavanja su identiéne metodama koje se koriste kod DC kola, s tom
razlikom da se operacije izvode sa kompleksnim brojevima.

5.2 Predstavljanje prostoperiodi¢nih veli¢ina kompleksnim brojevima

Po¢i ¢cemo od Ojlerove predstave kompleksnog broja:
el =cosat + jsin wt (5.25)

¢iji su realni i imaginarni deo kosinusna odnosno sinusna funkcija. Pretpostavimo da je pobudna
funkcija (fizicki neostvarljiva) kompleksni napon:

v(t) =V, " =V,, (cos wt + jsin wt) (5.26)
¢iji su realni 1 imaginarni deo fizi¢ki ostvarljivi.

Zbog toga §to je kolo linearno, po principu superpozicije, struja u kolu mora se sastojati
iz dve komponente:

i(t) =1, [cos(at +¢)+ jsin(at+¢)] =1, (5.27)

gde je 1, cos(wt+¢) odziv na funkciju V, cosat, a |l sin(wt+¢) odziv na funkciju
IV, sinat .

Dakle, umesto da primenimo pobudu V,, coswt i sprovedemo odgovarajuca
izra¢unavanja, mi mozemo da primenimo pobudu V,,e'*, odredimo odziv I,,e!“**” i nademo

njegov realni deo. Mada to na prvi pogled izgleda mnogo komplikovanije nego prvi pristup, u
praksi je sve mnogo jednostavnije. U slu¢aju posmatranog RL kola, zamenom pobude V,, e i

odziva I,,e/“** u diferencijalnu jedna¢inu 5.21, imamo:
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L%(IMe“”’“‘”)HRIMej(”‘+¢) =V, e (5.28)

odakle se posle diferenciranja dobija:
joLl, e/ LRl eI =y, gl (5.29)
Deljenjem obe strane jednacine (5.29) sa e/ dobija se:
Rl e" + joLl,e” =V, (5.30)
Sto je algebarska jednacina sa kompleksnim koeficijentima, Cije je reSenje:

V

Vv
M — M e
R+ joL R?+ 2

Medutim, posto je stvarna pobuda V,, coswt a ne V,,e’”*, stvarni odziv je realni deo
dobijenog reSenja, odnosno:

. ol
— t0 (—
jaretg( R )

| =1,e"= (5.31)

i(t)=1,, cos(awt+¢) = V—M2 cos(wt —arctg %L) (5.32)

VR? + @’
Sto je identi¢no sa reSenjem diferencijalne jednacine 5.21. Dakle, u opStem slucaju imamo:

X(t) = X,, cos(at +¢) = Re[ X,/ | =Re[ (X,,e")e" | (5.33)

Clan e!* je zajednicki faktor u definicionoj jednacini za kolo, i moZe se implicitno
podrazumevati u analizi. Preostali parametri, Xy i ¢ kompletno predstavljaju amplitudu i fazni
ugao nepoznate struje ili napona. Kompleksna predstava struje ili napona X,e!” naziva se

fazor. Fazor X,,e' je kompleksni broj u polarnom obliku kod koga Xu predstavlja amplitudu

simusoidalnog signala, a ¢ predstavlja fazni ugao sinusoidalnog signala meren u odnosu na
kosinusoidu. U daljem radu, fazore ¢emo oznacavati velikim slovima koja su podebljana (bold)
ili podvucena. Druga varijanta se koristi u primerima jer je pogodnija za vezbanje.

Ako primenimo fazore na analizu prostog RL kola, diferencijalna jednacina 5.21 dobija
oblik:

|_%(|ej‘”t)+R|ei”t = Vel (5.34)
gdeje I=1,Z¢ i V =V, £0°. Posle diferenciranja i eliminacije zajedni¢kog faktora e'* dobija
se fazorska jednacina:

joLI+RI =V (5.35)

odnosno,
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% v,

ol
l=——=1,/¢= / —arctg(— 5.36
R ol Y — 9(%) (5.36)

JR? + &L

tako da se opet dobija isto reSenje:

(5.37)

. Vv ol
i(t) = —=%——cos [a)t —arctg (—)}
JR? + 0?12 R

Analiza kola pomoc¢u fazora predstavlja analizu kola u frekvencijskom domenu. U
fazorskoj analizi se sistem diferencijalnih jednacina sa prostoperiodi¢nim pobudnim funkcijama
u vremenskom domenu transformiSu u sistem algebarskih jednadina sa kompleksnim
koeficijentima u frekvencijskom domenu. Takav sistem je neuporedivo laksi za reSavanje. Kada
se odrede nepoznati fazori, oni se ponovo transformiSu u vremenski domen da bi se dobilo
reSenje originalnog sistema diferencijalnih jednacina.

5.3 Opis elemenata kola pomocu fazora

U prethodnom izlaganju definisane su relacije izmedu napona i struje za tri osnovna
elementa elektricnih kola: otpornik, kalem i kondenzator. Sada ¢emo te relacije iskazati
koriS¢enjem fazora.

U slucaju otpornika, relacija izmedu struje i napona data je Omovim zakonom:

v(t) = Ri(t) (5.38)

Ako je napon na otporniku v(t) =V,,e!“*% | struja kroz otpornik je i(t) = 1,,e’“"**, pa
se iz prethodne relacije dobija:

Vv, el =R, el (5.39)

ili, u fazorskom obliku:
V =Rl (5.40)
gde je V=V,e% =v, 26, i I=1,e" =1,20,. Dakle, 6, =8,, pa su kod otpornika struja i

napon u fazi.

U sluc¢aju kalema, relacija izmedu napona i struje je diferencijalna jednacina:

di(t)
v(t)=L—= 5.41
O=L= (5.41)
koja se moZe napisati pomocu fazora u obliku:
V = jolLl (5.42)
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Posto je j=1e¢'" =1,90", onda je 6, =6 +90°, pa kod kalema napon fazno prednjaci
struji za 90°, ili struja fazno kasni za naponom za 90°.

U slucaju kondenzatora, relacija izmedu struje i napona je diferencijalna jednacina:

i(t)=C Ll0) (5.43)
dt
koja se moze napisati pomocu fazora u obliku:
| = jaCV (5.44)

Posto je 6, =6, +90°, kod kondenzatora struja fazno prednjac¢i naponu za 90°, ili napon
fazno kasni za strujom za 90°.

kako fazori predstavljaju kompleksne brojeve, oni se mogu predstaviti i graficki u
kompleksnoj ravni. Tako se dobija fazorski dijagram. Na osnovu fazorskog dijagrama moze se
utvrditi odnos amplituda dva fazora, ugao (fazna razlika) izmedu njih, kao i njihov relativni
medusobni odnos. Na slici 5.2 su prikazani odnosi izmedu napona i struje u vremenskoj 1
fazorskoj predstavi za sva tri osnovna pasivna elektricna elementa.

5.4  Uopsteni Omov zakon: impedansa i admitansa

Kod kola sa jednosmernim strujama otpornost otpornika je Omovim zakonom definisana
kao koli¢nik napona na otporniku i struje kroz otpornik. U slucaju kola sa naizmeni¢nim
strujama, kada se koristi fazorska predstava, naponi 1 struje postaju kompleksne veli¢ine. Ako se
formira koli¢nik fazora napona na nekom elementu i fazora struje kroz isti element:

7 = n (5.45)

dobija se uopsteni (generalizovani) Omov zakon. Kompleksna veli¢ina Z, koja predstavlja

analogiju otpornosti kod jednosmernog rezima, naziva se impedansa. Jedinica za impedansu je
Oom (Q).
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v, i) Y "
o—b—
o i®)
- V
V=RI R
ot
o1
0,=9;
Re
v i)
v(t), it) Im
v 0,=0,+90°
+ |
V=jo LI L |
_ ot
90°
0; -
Re
i) ()
I=jocy V(i) Im
Oy
* : 0,=6,+90°
\Y; —_—cC v
. ot
o— —
90
0,
Re

Slika 5.2: Fazorski dijagrami za napone i struje kod pasivnih elemenata.

U polarnom koordinatnom sistemu, impedansa se moze predstaviti preko svog modula 1
argumenta kao:

z :VM—MVZV—MA(QV -60)=2/0, (5.46)
1,26 1,

dok se u pravouglom koordinatnom sistemu moze predstaviti preko svog realnog i imaginarnog
dela:

Z(jw) =R(w)+ jX(w) (5.47)

Realni deo impedanse R(w) se naziva rezistivna komponenta ili rezistansa, dok se
imaginarni deo impedanse X(w) naziva reaktivna komponenta ili reaktansa. Primetimo da
impedansa nije fazor, iako je frekvencijski zavisna kompleksna veli¢ina. Uslov da neka
kompleksna veli¢ina predstavlja fazor je da u vremenskom domenu odgovara nekom
sinusoidalnom signalu. Dakle, pojam impedanse nema nikakvo znacenje u vremenskom domenu.

Poredenjem dve prethodne jednacine (5.46) i (5.47) lako je utvrditi veze izmedu dva
oblika predstavljanja impedanse. Tako je:
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Z=+\R*+X?* 0 = arctg% (5.48)

odnosno,
R=Zcosd,, X=Zsind, (5.49)

Kod analize kola sa jednosmernim strujama pokazalo se pogodno da se uvede veli¢ina
recipro¢na otpornosti, koja je nazvana provodnost. Odgovarajuéa definicija se moze dati i kod
kola sa naizmeni¢nim strujama. Dakle, recipro¢na vrednost impedanse, koja predstavlja koli¢nik
fazora struje i napona:

1 |
Y=o 5.50
>=V (5.50)

naziva se admitansa. Jedinica za admitansu je Simens (S).

Posto je impedansa kompleksna veli¢ina, admitansa je takode kompleksna veli¢ina. Ona
se takode moze predstaviti preko svog modula i argumenta kao:

Y:IM—AH‘:I—MA(Hi—é?V):YAHy (5.51)
Vv, £6, V,
ili preko svog realnog i imaginarnog dela:
Y(jow)=G(w)+ jB(w) (5.52)

Realni deo admitanse G(w) se naziva konduktansa, dok se imaginarni deo admitanse
naziva susceptansa.

Na osnovu prethodnih jednacina lako je uspostaviti veze izmedu komponenata impedanse
1 reaktanse. Polaze¢i od jednadine:

GHB:Rgxzélzz (5.53)
lako se dobija:
G=E£%F, B:Ei_x—x—2 (5.54)
Na sli¢an nacin se dobijaju dualne relacije:
R:aéﬁg, xz6§%¥ (5.55)

Interesantno je primetiti da rezistansa i1 konduktansa nisu recipro¢ne veli€ine, 1 da takode
reaktansa i susceptansa nisu recipro¢ne velicine.
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Na kraju, prikazimo tabelarno impedanse i admitanse tri osnovna elektri¢na elementa,
otpornika, kalema i kondenzatora, koje ¢emo Cesto koristiti u prouc¢avanju elektri¢nih kola:

Element Impedansa (Z) Admitansa (Y)
Otpornik (R) Z,=R Y,=G=1/R
Kalem (L) Z, = joL Y, =1 joL=-j/wL
Kondenzator (C) | Z. =1/ jaC=-j/oC | Y. = jaC

5.5  Snaga koja se razvija na proizvoljnom elementu

Neka su u vremenskom domenu napon i struja na nekom elementu kola jednaki
V,, cos(at+6,) i I, cos(wt+6), odnosno, neka su u frekvencijskom domenu njihovi fazori

V=V,e%=V,26,il=1,e"=1,20.Kao $to smo ve¢ rekli srednja snaga je po definiciji
srednja vrednost proizvoda napona i struje u okviru jedne periode. Dakle

;
P— %J.VM cos(wt +6,)1,, cos(et + 6 )dt
0

)
:V;Pjﬁmq&m+@+a)+wq@—anm (5.56)
0

= VMZIM cos(6, —0) = VMZIM coS ¢

gde je ¢ =6, =0, fazna razlika izmedu napona na elementu i struje kroz element.

Posebno je interesantan slucaj snage na otporniku. Tada su napon i struja u fazi, pa je
@ =6,—6 =0. Snaga na otporniku je onda data jednostavnim izrazom:

Vi lu
2

P= (5.57)

odnosno jednaka je polovini proizvoda amplituda struje i napona. S obzirom da je kod otpornika
V =R, izraz (5.57) se moze napisati i kao:

——M_™ (5.58)

Zamislimo sada da kroz isti otpornik tece neka jednosmerna struja | i da je tada napon na

njemu V i da usvojeni napon i struja na otporniku razvijaju istu snagu kao u slucaju sinusoidalne
pobude. Termodinamicki posmatrano, takva vrednost struje naziva efektivna vrednost struje, a

napona efektivna vrednost napona. Posto je u jednosmernom rezimu V,, = Rl , sleduje:
V 2
P=%JH=M§=1% (5.59)
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Izjednacavanjem snaga iz izraza (5.58) i (5.59) se dobija:

V, |
V=M =M (5.60)

Z TR

odnosno, efektivna vrednost napona na otporniku ili struje kroz otpornik dobija se deljenjem
amplitude napona ili struje sa kvadratnim korenom iz 2 §to je rezultat identian rezultatu
dobijenom u poglavlju xxx. Dakle, termodinamicka efektivha vrednost je identi¢na srednjoj
kvadratnoj vrednosti, a oznaka ef u indeksu moze da se izostavi, odnosno:

Vy I
M I=l,=-X. (5.61)
J2 "2

Kompleksni ra¢un je pogodan i za racunanje sva tri vida snage definisane jednacinama
5.22-5.24. Kompleksna snaga se definiSe kao

V=V, =

S=P+jQ=Vlcosg+ jVIsing=Viel? =sel?, (5.62)
Pri demu je Q/P=tang. Akoje V=Vel¥ 1=1el i1"=1e71% Kakoje

Vo1 =vielv gm0 _yped(v0) _yjeid _ g (5.63)

vidi se da je proizvod napona i konjugovano kompleksne vrednosti struje dovoljan za ra¢unanje
kompleksne snage koja u sebi sadrzi i reaktivnu i aktivnu snagu. Kako je ispunjeno da je

V=21, (5.64)
sleduje da je
S=Z1-1"=Z-1°=R-12+ jx -1? (5.65)
Dakle,
P=R-12,Q=X-12. (5.66)

Za admitansu vaze sli¢ne formule:

S=V-I"=V.(V-Y) =V.V.Y =vZ.¥" —G.v2_ jB.v?

(5.67)
P=G.V? Q=-B-V?

Vidi se da ako su poznati realni i imaginarni delovi impedanse potrosaca, dovoljne su i efektivne
vrednosti napona i struje za raCunanje obe komponente snage.

Primer 5.3
PotroSac se sastoji od paralelne veze dva manja potroSaca Z; = 5kQ + j10kQ i Z;
nepoznate vrednosti, slika P 5.3.1. Izmerena aktivna snaga potroSaca je P = 5.6 W a reaktivna
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Q = —0.8 VAr. Struja drugog potrosaca fazno prednjaci 45° u odnosu na napon. Odrediti
efektivne vrednosti svih struja.

Slika P 5.3.1 uz primer 5.3
Resenje:
Direktnom i sukcesivnom primenom formula od 5.64 do 5.67, dobija se resenje.
Y=G+]B=Y+Y, =G +G,+ j(B, +By)
Gy =Ry / (R? + X{%) = 40S
By = —Xq / (R? + X4%) = -80uS
P=V?G=V?(G, +Gy)
Q=-V2B=-V?(B +B,)
b=y —0,=—45 =—7/4
_Q _-V’B
PZ V2G2
Y, =G + B2 =405uS = 1, =V -Y; =85 mA
Y, =/Gy% + By =10032uS = I, =V -Y, = 20/2 mA
Y =VG2+B? =100+/2uS = | =V -Y =205 mA
P=V%(G+Gy) |Gy=P/V2-G,=1004S
Q=-V?(B+Gy) B, =G,

tan¢2:—1 :>BZ=GZ

V(G —
P V2(6,4.Gy) P+Q=V2(G,-B)

P+Q 4.8
— V2(B +G }v = =200V
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5.6  Kirhofovi zakoni u kolima sa naizmeni¢nim strujama

U prethodnim izlaganjima ve¢ je reeno da za kola s stalnim jednosmernim strujama kao
i za kola sa promenljivim strujama vazi prvi Kirhofov zakon koji kaze da je suma struja koje
uticu u ma koji ¢vor kola jednaka nuli.

ZN:i (=0 (5.68)

gde je i;(t) struja j-te grane koja ulazi u ¢vor, dok je N broj grana koje ulaze u ¢vor. U slucaju

sinusoidalne pobude, struje u kolu su takode sinusoidalne i imaju istu ucestanost. Dakle,
prethodna jednacina dobija oblik:

N

D 1y, cos(at+¢,)=0 (5.69)

i-1

odakle se transformacijom sinusoidalnih veli¢ina u fazore dobija prvi Kirhofov zakon za kola sa
naizmeni¢nim strujama u fazorskom obliku:

31,=0 (5.70)

gde je 1, fazor struje j-te grane koja ulazi u ¢vor, dok je N broj grana koje ulaze u ¢vor. Dakle, u

frekvencijskom (fazorskom) domenu prvi Kirhofov zakon glasi: Suma fazora struja koje uticu u
ma koji ¢vor kola jednaka je nuli.

Na isti na¢in se polaze¢i od jednacine po drugom Kirhofovom zakonu u vremenskom
domenu:

ivj (t)=0 (5.71)

transformacijom sinusoidalnih veli¢ina u vremenskom domenu u fazore, dobija drugi Kirhofov
zakon za kola sa naizmeni¢nim strujama u fazorskom obliku:

ivj =0 (5.72)

j=1

gde je V, fazor napona na j-toj grani petlje koja ukupno ima N grana. Dakle, u frekvencijskom

(fazorskom) domenu drugi Kirhofov zakon glasi: Suma fazora napona u bilo kojoj petlji kola
jednaka je nuli.

5.7 Osnovne transformacije u kolima sa naizmeni¢nim strujama
Primenom prvog 1 drugog Kirhofovog zakona neka kola se mogu uprostiti, §to smanjuje

broj jednacina kojima se ona opisuju i olakSava njihovo reSavanje. U narednom izlaganju bice
ukratko opisane neke takve transformacije:
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5.7.1  Serijska (redna) veza impedansi

Ako se N impedansi tako poveze tako da se u svakom ¢voru stiCu samo po dve
impedanse (osim kod prvog i poslednjeg ¢vora), takva veza se naziva serijska ili redna veza
impedansi i prikazana je na slici 5.3a.

—

s Zl Zz ZN
+
Ov

Slika 5.3: Serijska (redna) veza impedansi.

Primenom drugog Kirhofovog zakona dobija se ekvivalentna impedansa kojom se moze
zameniti serijska veza impedansi:

Z =2 +2Z,++2Z, (5.73)

odnosno, ekvivalentna impedansa serijski vezanih impedansi jednaka je zbiru pojedinacnih
impedansi.

Posmatrajmo dve serijski vezane impedanse koje formiraju razdelnik napona, kao na slici
5.4.

\
I_
+

Ov .
n

Slika 5.4: Delitelj (razdelnik) napona.

Posto kroz oba impedanse protice ista struja, naponi na impedansama su:

V, = Z, Vv, V, =i
v+, 2 Z+Z,

v (5.74)

odnosno, napon izvora V deli se izmedu impedansi Z; 1 Z, u direktnoj srazmeri sa njihovim
vrednostima.
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5.7.2  Paralelna veza impedansi

Ako se N impedansi tako poveze da sve imaju zajednicke prikljucke, takva veza se naziva
paralelna veza impedansi i prikazana je na slici 5.5a.

I 0. Ol

Ov ],

1

Slika 5.5: Paralelna veza impedansi.

Primenom prvog Kirhofovog zakona dobija se ekvivalentna impedansa (admitansa)
kojom se moze zameniti paralelna veza impedansi:

Y, =Y+ Y+ Y (5.75)

odnosno, ekvivalentna admitansa paralelno vezanih admitansi jednaka je zbiru pojedinacnih
admitansi. Alternativni oblik prethodne jednacine je:

1
— =ttt (5.76)
Z
Posmatrajmo sada dve paralelno vezane impedanse koje formiraju razdelnik struje, kao
na slici 5.6. PoSto je napon na obe impedanse isti, struje kroz paralelno vezane impedanse su:

ZZ Zl
I, = I, I, =
v+ 2, : L +Z,

(5.77)

odnosno, struja izvora | deli se izmedu impedansi Z; | Z, u obrnutoj srazmeri sa njihovim
vrednostima.

IZl IZZ

Slika 5.6: Delitelj (razdelnik) struje.
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5.7.3  Transformacije trougao — zvezda i zvezda - trougao

Transformacije trougla u zvezdu i zvezde u trougao mogu se primeniti i na impedanse i
prikazane su naslici 5.7.

Slika 5.7: Vezivanje impedansi u trougao (A) i zvezdu (Y).

Da bi ova dva kola bila ekvivalentna, impedansa izmedu ma koje dve tacke u oba kola,
kada se treca tacka ostavi nepovezana, mora biti ista. Kori$¢enjem pravila za paralelno i serijsko
vezivanje otpornika, sa slike 5.7 se dobijaju relacije ekvivalencije:

__ 44
M Z+Z,+2,
5 = Lt (5.78)
Z+Z2,+2Z,
__ 4Ly
¢ Z,+Z,+Z,
odnosno:
- | Z2,Z,+2,Z.+2Z,Z,
L Z
B
2.2 +2,2-+2.7Z
z,=%ae £C+ B¢ (5.79)
C
2,2.+2,Z:.+2ZZ,
Z, = >
A

5.7.4  Transformacije izvora u kolima sa naizmeni¢nim strujama

Posmatrajmo kola prikazana na slici 5.8, gde su prikazani neidealni naponski izvor, koji
ima kona¢nu unutrasnju impedansu Z,, 1 neidealni strujni izvor, koji ima kona¢nu unutrasnju
admitansu Y, =1/Z, .

5.18



Slika 3.8: Neidealni naponskKi i strujni izvor.

Do uslova ekvivalencije realnog naponskog i strujnog izvora se lako moze doci
posmatranjem slike 5.8. Ako se na realni strujni ili naponski izvor prikljuci ista impedansa Z,,
onda u slucaju ekvivalentnih izvora struja kroz impedansu Z, mora biti isti u oba kola. Po
Omovom zakonu, onda je isti i napon V,. Dakle, iz uslova jednakosti struja kroz Z,:

I, = L V= Z, I (5.80)
Z,+Z, Z+Z,

direktno se dobijaju uslovi ekvivalencije realnog naponskog i strujnog izvora:
V=2l Z =2 (5.81)

Dakle, ako u kolu imamo strujni izvor struje | i njemu paralelno vezanu impedansu Z,
onda se ova kombinacija moze zameniti ekvivalentnim naponskim izvorom napona V=Rl i
serijski vezanom impedansom Z. Takode vazi i obrnuto: ako u kolu imamo naponski izvor
napona V sa serijski vezanom impedansom Z, onda se ova kombinacija moze zameniti
ekvivalentnim strujnim izvorom struje 1 =V/Z i njemu paralelno vezanom impedansom Z.
Ostali parametri kola u kome se nalaze nezavisni izvori ostaju nepromenjeni.

Napomenimo da ekvivalencija vaZi i za kontrolisane generatore.

5.8 Sistem jednacina napona ¢vorova za kola sa naizmeni¢nim strujama

Kao 1 kod analize jednosmernog rezima, i kod kola sa naizmeni¢nim strujama moze se
primeniti sistem jednacina napona ¢vorova za reSavanje kola. U slucaju kola sa N ¢vorova, broj
linearnih jednacdina u sistemu je N-1. U slucaju kola sa N ¢vorova, broj nepoznatih veliina
(napona) u sistemu N-1, tj. isti je kao broj jednaina. Sistem jednaina napona Cvorova
predstavlja sistem linearnih jednacina sa kompleksnim koeficijentima i izgleda ovako:

Y11V1 + Y12V2 et Y1N—1VN—1 = I1
Y21V1 + Yzzvz teet YZN—lVN—l = Iz (5.82)

YN—11V1 + YN—12V2 teeet YN—lN—lVN—l =1 N-1

Elementi matrice sistema van glavne dijagonale, Y,,, gde je m=n, predstavljaju zbir
admitansi svih grana izmedu ¢vorova m i n i uvek imaju negativni predznak. Dijagonalni
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elementi, Y,,, predstavljaju zbir provodnosti svih grana koje se sti¢u u ¢voru K i uvek imaju
pozitivni predznak. Struje sa desne strane jednacina, |, , predstavljaju struje izvora koje uti¢u u

odgovarajuc¢i ¢vor k. Ovaj sistem jednaCina se moze i direktno napisati samo na osnovu
posmatranja kola.

59  Tevenenova i Nortonova teorema za kola sa naizmeni¢nim strujama

Pretpostavimo da imamo neko elektri¢no kolo sa naizmeni¢nom pobudom i da Zelimo da
odredimo struju, napon ili snagu na nekoj impedansi, koji ¢emo nazvati potrosac i obeleziti sa
Zy. Ovaj slucaj je ilustrovan na slici 5.9a. Tevenenova i Nortonova teorema pokazuju kako se
celo kolo, osim potrosaca, moze zameniti ekvivalentnim realnim naponskim ili strujnim
izvorom, tako da struja i napon potrosaca ostanu nepromenjeni.

A A A
——o0

+ +

Kolo sa Kolo sa Kolo sa
izvorima i Zp izvorima i Voc izvorima i Isc
impedansama impedansama impedansama
- -
B B B
a b c

Slika 5.9: Odredivanje napona otvorenih krajeva i struje kratkog spoja.

Posmatrajmo kolo na sl. 5.9a. Ako se potrosac¢ iskljuci iz kola, pristupni krajevi ostaju
otvoreni i na njima postoji napon koji ¢emo nazvati napon otvorene veze i obeleziti sa V. , kao
na slici 5.9b. Medutim, ako se posle iskljucenja potroSaca pristupni krajevi kratko spoje, onda
izmedu njih postoji struja kratkog spoja, koju ¢emo obeleziti sa |, kao na slici 5.9c.

Za izvodenje Tevenenove teoreme posmatrajmo kolo na sl. 5.10a, u kome je kompletno
kolo sa izvorima i impedansama (bez potro$aca) zamenjeno ekvivalentnim naponskim izvorom
V; i serijski vezanim impedansom Z. . Poredenjem kola sa slike 5.9 i slike 5.10a, lako se vidi

da su struja kroz potrosac¢ i napon na potrosacu isti ako je:

V.=V, Z, =Yoo (5.83)
SC
L% A
A
A
O z, D 2
VT ZN
B . B
a b

Slika 5.10: Tevenenova i Nortonova teorema.
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Ove relacije predstavljaju Tevenenovu teoremu koja glasi: Svako elektriéno kolo sa
zavisnim i nezavisnim izvorima i impedansama se moze zameniti ekvivalentnim kolom koje se

sastoji od idealnog naponskog izvora V;, ¢iji je napon jednak naponu kola sa iskljucenim
potroSacem V., i serijske impedanse Z., ¢ija je impedansa jednaka koli¢niku napona kola sa

iskljuCenim potroSacem V. 1 struje kroz kratkospojeni potrosa¢ | .

Za izvodenje Nortonove teoreme posmatrajmo kolo na sl. 5.10b, u kome je kompletno
kolo sa izvorima i impedansama (bez potroSaca) zamenjeno ekvivalentnim strujnim izvorom |,

I paralelno vezanom impedansom Z, . Poredenjem kola sa slike 5.9 i slike 5.10b, lako se vidi da
su struja kroz potrosac i napon na potrosacu isti ako je:

=1y, Z, =Yoo (5.84)

ISC

Ove relacije predstavljaju Nortonovu teoremu koja glasi: Svako elektricno kolo sa
zavisnim 1 nezavisnim izvorima i impedansama se moze zameniti ekvivalentnim kolom koje se

sastoji od idealnog strujnog izvora I, , ¢ija je struja jednaka struji kroz kratkospojeni potrosac¢
I, i paralelne impedanse Z, , ¢ija je impedansa jednaka koli¢niku napona kola sa isklju¢enim

potroSaem V. 1 struje kroz kratkospojeni potrosac I .
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Primer 5.4

Dato je kolo ka na slici 5.4.1. Ako je i(t) =5A-sin(1000t), odrediti v, (t).

Slika 5.4.1 Slika uz primer 5.4

Resenje: Prvi korak u reSavanju ovakvog zadatka je predstavljanje svih komponenti
njihovim kompleksnim ekvivalentima. Na slici 5.4.2 je prikazano modifikovano kolo, pri ¢emu

vazi da je sinat = cos(wt—7/2) = 1 = le" 172 =—jI, 1 =5A/2.
25 4 T 4 By
1z 5
j 4 Zc 2V Zc Z
a) — b) =
Slika 5.4.2

Strujni izvor i impedanse Z; i Z, se mogu ekvivalentirati Tevenenovim generatorom, slika
5.4.2b), pri cemu vazidasu Vy =711 =—] 150V /2, i Zr =21+ 25 =40Q =Ry . Po metodi
potencijala ¢vorova dovoljna je samo jednacina za ¢vor A:

Va(Yr +Yc +Ys ) =VrYr

Val =+ joCr——— |2y 1
RT R3+j&)|_ RT

¢iji je drugi oblik

Sredivanjem prethodne jednacine dobija se

YA(R3+JQ)L+]C()C(R3+JCOL)RT +RT)=\£T (R3+]COL) (585)

pri cemu su vrednosti pojedinih impedansi  joL = j103' 110-1073 = j10i
joC = j10%-50-107% = j5-1072. Zamenom istih u jednaginu 5.85 dobija se:
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VA(5+j+i2(+j))=Va(5+i-2+2])=Vr 1+ ]),

S Va=Vy 31:311' =\%=—j-5owﬁ.

Izlazni napon se dobija preko razdelnika napona:

VA joL 10j j
0 Za+Z, N % Ryt joL N 10+10f N 1+
. —jzl4 —jzl4
J  j(j)5viN2=.s0v /2=

S NN VNS —
J2ei7l4 AT~

—e 17143536V /2 =V, e 174

NA

Kako je potrebno odrediti izlazni napon u vremenskom domenu, on treba da je u formi
Vo (t) =Vom cos(at + )

$to znadi da je Vgy =V, -2 =35.36V, a =—7/4.

5.10 Kola sa jednim i dva pristupa u kompleksnom domenu

Posmatrajmo kolo na slici 5.11 kod koga je izmedu ¢vorova A i B prikljucen pobudni
izvor koji moze biti strujni ili naponski. U oba slucaja napon na pristupu obelezimo sa V, a

struju koja utic¢e u kolo sa |,. Ovakvo Kkolo se naziva kolo sa jednim pristupom.

Ako je pobudni izvor strujni generator, onda ulazni napon predstavlja odziv kola na
primenjenu pobudu. Koli¢nik fazora odziva i pobude:

zZ = (5.86)

naziva se ulazna impedansa kola.

T | ke

W o

Slika 5.11: Kolo sa jednim pristupom.

Ako je pobudni izvor naponski generator, onda ulazna struja predstavlja odziv kola na
primenjenu pobudu. Koli¢nik fazora odziva i pobude:
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(5.87)

naziva se ulazna admitansa kola.
Posmatrajmo sada kolo na slici 5.12 kod koga je izmedu ¢vorova A i1 B prikljucen
pobudni izvor, koji moze biti strujni ili naponski, a izmedu ¢vorova C i D potrosac, Cija je
impedansa Z . Ovakvo kolo se naziva kolo sa dva pristupa. Napon i struju na prvom pristupu

A C
+ |2

obelezimo sa V, i |, a napon i struju na drugom pristupusa V, i I,.

V, Z,

o

D

oo

Slika 5.12: Kolo sa dva pristupa.

Ako je pobudni izvor strujni generator, onda se za kolo na slici 5.12 mogu definisati tri

odnosa:
z -V (5.88)
Il
koji se naziva se ulazna impedansa kola,
@:%- (5.89)
1
(5.90)

koji se naziva prenosna impedansa (transimpedansa) kola, i,
I

A =-2
Il
koji se naziva strujno pojacanje kola. Ako je pobudni izvor naponski generator, onda se za kolo
na slici 5.12 mogu definisati jos tri odnosa:
v, = (5.91)
Vl
koji se naziva se ulazna admitansa kola,
Y, = 1 (5.92)
12 V1 '
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\

A =Ye (5.93)
Vl

koji se naziva naponsko pojacanje kola. UopsSteno, odnos izlazne veli¢ine i ulazne veliCine,
naziva se funkcija prenosa, i obi¢no se obelezava slovom H.

Sve navedene funkcije su kompleksne i imaju argument jw. Ako se argument navodi ili je
kontest takav da se podrazumeva kompleksni domen, u velikom delu literature se ne Kkoristi
boldovanje ili podvlacenje simbola, na primer:

2,=2,=2,(j0) =32, H=H =H(jo)= 12 5949

i |(jw) Ve (jo)

Ovakva predstava navedenih veli¢ina omogucuje da se analiziraju funkcije kola na
razliCitim ucestanostima. Takve karakteristike se nazivaju frekvencijske karakteristike kola.
Posto se radi o kompleksnim funkcijama, posebno se analiziraju njihov moduo i faza:

H(jo)=|H(jo)e’ . (5.95)
Moduo kompleksne funkcije |H (ja))|se naziva amplitudska karakteristika, dok se njen

argument ¢(w) naziva fazna karakteristika kola. Osa uestanosti i amplitudska karakteristika se
obi¢no predstavljaju u logaritamskoj razmeri.

Primer 5.5
Odrediti funkciju prenosa kola sa slike:

Slika 5.5.1 Slika za primer 5.5

Resenje:

Z(jo)  joL+lljoC = 1-0PLC

H(jo) = = =
Ue) = a7 (o) R+ jaL+1/ joC 1+ joRC —’LC
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5.11 Analiza kola u ustaljenom slozenoperiodi¢nom rezimu
U dosadasnjim razmatranjima uvek smo pretpostavljali da je napon ili struja pobudnog
generatora sinusoidalni signal fiksne ucestanosti, tzv. prostoperiodicni signal. Medutim, u praksi
se ¢esto srecu i signali koji nisu sinusoidalni, ali su periodi¢ni, ili ¢ak nisu ni periodi¢ni.
Posmatrajmo neki periodi¢ni signal, koji za svako t zadovoljava relaciju:
f@)=f(t+nT), n=+1,+2,+£3,... (5.96)
gde je T perioda signala. Pri tome f(t) moze biti struja, napon ili potencijal. Primeri ovakvih

signala su povorke pravougaonih ili trougaonih signala, koje se Cesto sre¢u u elektronskim
sistemima, a koje su prikazane na slici 5.13.

f(t) f(t)

TR AL,

Slika 5.13: Nesinusoidalni periodi¢ni signali.

U matematickoj teoriji Furijeovih redova pokazuje se da se svaka periodicna funkcija
f (t) moze predstaviti pomocu zbira sinusoidalnih funkcija, koje su linearno nezavisne. Dakle,
imamo:

F(t)=1f,+ 3 £, cos(eot +6,) (5.97)

n=1

gde je @, =27/T osnovna ucestanost signala, a a, predstavlja srednju vrednost signala ili DC

komponentu signala, dok ostatak sa desne stane jednakosti u formuli 5.72 predstavlja
naizmenicnu ili AC komponentu signala. Pri tome je znacajno pomenuti da se u tehnici ¢esto
koristi notacija obelezavanja signala koja razlikuje ukupan signal od AC i DC komponente:

Xa (1) = X, + X, (1) (5.98)

AC+DC DC AC

Posmatrajmo malo detaljnije izraz 5.72. Perioda sinusoidalne komponente za n=1 je T,
perioda sinusoidalne komponente za n=2 je T/2, perioda sinusoidalne komponente za n=3 je

T/3, itd. U opstem slu¢aju, perioda sinusoidalne komponente za n=k je T/k. Takva
komponenta se naziva k-ta harmonijska komponenta ili krace k-ti harmonik. Jednacina k-tog
harmonika je f, cos(na,t+6,) , a fazor koji ga predstavlja je f, £6, .

Posto se cos(nw,t+6,) moze po Ojlerovoj formuli predstaviti u eksponencijalnom
obliku, prethodni razvoj funkcije f(t) se moze napisati i u ekvivalentnom obliku:
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f(t)=f, +% > £l =% ¢ el =a + > (a, cosnet + b, sinnegt) (5.99)
N=—o0 N=—o0 n=1
n=0

gde se kompleksne konstante c, nazivaju Furijeovi koeficijenti. Ovi koeficijenti se mogu

odrediti na jednostavan na¢in. Ako se jedna¢ina (5.99) pomnozi sa e **' i odredi integral obe
strane jednacine u okviru jedne periode, dobija se:

u+T H+T s o u+T )
j f (t)e Mt = j (Z cnej”“")t]e“"‘%‘dt =Ye, j ity (5.100)
4 4 N=—c0 N=—0 t
Posto je:
u+T ) 0 k
[ (5.101)
Y T n=k
konac¢no se dobija:
1 L+T it
C, == tj f (t)e Mgt (5.102)

Pri tome vaze medusobne relacije izmedu razli¢itih vidova koeficijenata:

fio =aZ +bZ =2|ci| (5.103)

b
¢, =—arctan (—k] —arg{c, }, (5.104)

A
cx =(ag —Jb)/2, k=0, cg=ay=fp. (5.105)
Sumiranje u beskonanim granicama ima samo teorijski znacaj dok je u prakticnim
primenama sumiranje ograniGeno i indeks sumacije vrlo retko prelazi 10%. Neka se sada takav
periodi¢ni signal koji ima konacan broj harnonijskih komponenti primeni kao pobuda nekog
linearnog elektricnog kola. Ako je recimo pobudni signal napon, onda se, primenom razvoja u
Furijeov red, pobudni sloZenoperiodi¢ni napon moze predstaviti u vidu zbira prostoperiodi¢nih

napona:

v(t) =v, + v, () +Vv, (L) +-- (5.106)

§to se moze ilustrovati slikom 5.14.
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+
b
-+
v, (9
: Kolo
|
V()
Kolo

Slika 5.14: Kolo sa sloZenoperiodi¢nom pobudom.

U kolu na slici 5.14 svaki naponski generator ima svoju amplitudu i ucestanost.
Primenom fazorske analize moze se odrediti odziv kola na svaku komponentu pobudnog signala
u frekvencijskom domenu i prevesti u vremenski domen. Dalje, posto je kolo linearno, moze se
primeniti princip superpozicije i ukupni odziv kola dobiti sumiranjem doprinosa svih
komponenata pobudnog signala. Na taj nacin se dobija ukupni odziv kola u ustaljenom
slozenoperiodi¢nom rezimu.

Analiza kola u ustaljenom slozenoperiodicnom rezimu je izuzetno bitan alat za
razmatranje kvaliteta procesiranja snage i energije u elektroenergetici i energetskoj elektronici.
Nekoliko bitnijih formula, koje ¢emo ovde navesti bez dokaza, igraju klju¢nu ulogu u analizi
raznih vidova snaga koje se pojavljuju u kolima sa sloZzenoperiodi¢nim pobudama:

Neka je dat slozenoperiodi¢ni signal x(t) osnovne periode To:

X(t) = Xo+i Xy cos(kayt + 6 ) (5.107)
k=1

Tada se kvadrat efektivne vrednosti sloZzenoperiodi¢nog signala X(t) moze izra¢unati kao suma
kvadrata efektivnih vrednosti njegovih harmonijskih komponenti:

2 10 2 2 (%Y
X2 = [ x2(M)dt=Xo2 + (—) (5.108)
T, g kZ::l J2

Signal x(t) moZze biti napon struja ili potencijal. Bez izvodenja da¢emo i izraze za aktivnu i
reaktivnu snagu u sloZenoperiodi¢nom rezimu:

o0

S=V-I, B =V, cosg, P=Vl,+> VI cosg

. - (5.109)
Q =Vl sing,, QZZVklkSin¢k, S2 % P?+Q?

k=1
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Bitno je napomenuti da se u mnogim prakticnim slucajevima razlaganje
sloZzenoperiodi¢ne pobude na prostoperiodicne komponente moze uraditi i jednostavnije nego §to

je prikazano formulom 5.102, a da se analiza kola moze pojednostavljeno uraditi uvodenjem
opravdanih inzinjerskih aproksimacija.

Primer 5.5

U kolu sa slike 5.5.1 struja generatora je data izrazom ig (t) = I,,(1+ COS(a)t)Sinz(a)t)) :
a) Razviti pobudni signal i u prostoperidi¢ene komonente.
b) Odrediti snagu koja se razvija na otporniku R;.
c) Odrediti snagu koja se razvija na otporniku R.
Poznato je: I, =1 mA, @ =100 krad/s .

Ry
1 uF
100 kO H T

Slika 5.5.1 Elektri¢no kolo u sloZenoperiodi¢nom reZimu

Resenje:

a) Primenom elementarnih trigonometrijskih transformacija slodenoperiodic¢ni deo

funkcije koja opisuje pobudni generator moze da se predstavi u formi sume prostoperiodi¢nih
funkcija:

i (1) = 1, (L+ cos(@t) sin?(at)) = 1, | 1+ +ze ~ -

2
wt | —ot (e“’t - e_“’t)

(ez‘”t _g 20t )(e“’t - e‘“’t) Bt —aot ot 30t
g 30t _gmot _got | o

8

| [1—'— 1 e—a)t +ea)t 1 e—3a)t +e3a)t
m - _-

=1y 1+1cos ot +1cos(3cot + 1)
4 2 4 2 4 4

Alternativno se moze iskoristiti trigonometrijski identitet:

cos(wt) sin® (wt) = %sin(wt) -(2cos(at)sin(wt)) =

%sin(wt) -sin(2mt) = %(%(cos(a)t) —~ cos(3a)t))j.
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Dakle pobudni signal sadrzi jednosmernu kompnentu i naizmeni¢ne komponente na
ucestanostima @ i 3w. Stoga se slozenoperiodi¢ni rezim celog kola odreduje superpozicijom
odziva na jednosmernu pobudu i odziva na prostoperiodi¢ne pobude na uéestanostima o i 3w.

Odziv na jednosmernu pobudu se odreduje resavanjem jednosmernog kola u kome su
kondenzatori otvorene veze, a kalemovi kratki spojevi, slika 5.5.2. Kao §to se vidi, jednosmerna
komponenta struje pobudnog generatora prolazi samo kroz R; i na njemu razvija snagu

P,,(DC) =RI2 =100-10°- (10%)> W = 0.1 W=100 mW

*—e

Slika 5.5.2 Ekvivalent kola za DC reZim

Da bi odredili odziv na prostoperiodi¢ne harmonijske komponente pobudnog generatora
potrebno je odrediti impedanse reaktivnih komponenti na ucestanostima @ i 3w. Na ucestanosti
w vazi:

Zc4|= L _ 31 Q=10
@C;  100-10°-10-10"
Zco|= . : Q=109, (5.110)

@Cy 100-10%.107°
2| = @L =100-10°10°Q=0.1mQ

Na ucestanosti 3w impedanse kondenzatora su 3x manje dok je impedansa kalema 3x
veca u odnosu na impedanse racunate na ucestanosti @ .

Kondenzator C; je povezan na red sa otpornikom R; i njegova impedansa je zanemariva u
odnosu na otpornost R,, posmatrano na obe ucestanosti @ i 3w. 1z tog razloga se grana koja
sadrzi R, i C; moze aproksimirati granom koja sadrzi samo Rj.

Kalem L je povezan na red sa otpornikom Rs i u odnosu na njega impedansa mu je
zanemariva, posmatrano na obe ucestanosti @ i 3w. Iz tog razloga se grana koja sadrzi Rz i L
moze aproksimirati granom koja sadrzi samo R3. Pojednostavljeno kolo za ucestanosti @ i 3w
sad izgleda kao na slici 5.5.2:
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) Ry 2 Ry+Z, =Ry

i

Slika 5.5.2: Pojednostavljeno kolo za ucestanosti @ i 3w

Kondenzator C, je sad paralelno sa otpornikom Rs;. Kako je njegova impedansa je
zanemariva u odnosu na otpornost Rz, posmatrano na obe ucestanosti @ i 3w, njihova paralelna
veza se moze aproksimirati samo kondenzatorom C,, slika 5.5.3.

R, 1kQ
1O
100 kQ

Slika 5.5.3 Analiza impedansi u AC reZimu

I na kraju kondenzator C, je redno vezan sa otpornikom R,. Kako je njegova impedansa
je zanemariva u odnosu na otpornost Ry, posmatrano na obe uéestanosti @ i 3w, njihova redna

veza se moze aproksimirati samo otpornikom R,. Krajnje uproséeno kolo je prikazano na slici
5.5.4.

ZC2 +R2 zRZ
* AVAVAY,

W

Ry
100 kQ

Slika 5.5.4: Krajnje upro$é¢eno kolo

Uproscéeno kolo vazi na obe ucestanosti @ i 3w. Vidi se da se radi o strujnom razdelniku
gde ¢e struja da se deli u odnosu 100:1. Dakle moZe se smatrati da kompletna AC komponenta
struje pobudnog generatora teCe kroz R,, a da stoti deo AC koponente struje pobudnog
generatora teCe kroz R;. Snaga koja Se razvijajau prostoperiodi¢ne komponente na otporniku R;
1znosi, §to je ujedno i ukupna snaga iznosi:
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g
Pre = Fro(DC) + R (0) + Ry, (B0) = Rl( 42 +R - (5.111)

2 3 -3y2
_Rl, _100A07) oL
16 16 16

Zbog toga §to kroz R; teCe 100x manja struja nego kroz R,, AC snaga koja se razvija na
otporniku R; je 100x manja od P, i zbog toga zanemrariva u odnosu na DC snagu koja se

razvija na otporniku Ry:

Py, /100

P, = Psy(DC) + Py, (@) + Py, (30) = P, (DC) (5.112)
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6. Osnovi fizike poluprovodnika

Kao §to je ve¢ receno, prema svojoj provodnosti elektrotehni¢ki materijali se dele na tri
grupe: provodnike, poluprovodnike i izolatore. Poluprovodnic¢ki materijali predstavljaju osnov
savremene elektronike, tako da ¢emo u narednim izlaganjima ukratko razmotriti njihove
najvaznije osobine, koje ¢e nam pomoci da razumemo rad osnovnih poluprovodnickih
komponenata: diode, bipolarnog tranzistora i MOS tranzistora. Najvazniji poluprovodnicki
materijali su silicijum (Si), germanijum (Ge) i galijum arsenid (GaAs).

6.1  Osnovni pojmovi o provodnosti materijala
Svaki elektri¢ni provodnik mozemo posmatrati na dva nacina:
e Posmatraju¢i makroskopske efekte preko napona, struje, otpornosti, itd.

e Posmatrajuc¢i mikroskopske efekte preko elektriénog polja, gustine struje, itd.

Za prvi pristup moze se koristiti Omov zakon:

V =Rl (6.1)

dok je za drugi pristup bolje iskoristiti relaciju izmedu elektri¢nog polja i napona

E- \Ii 6.2)
gde je V napon na krajevima provodnika a | njegova duzina, kao i definiciju gustine struje:
i1 6.3)
S .
gde je | struja kroz provodnik a S poprec¢ni presek provodnika.
Zamenom u jednacinu za Omov zakon se dobija:
El =RJS (6.4)
odnosno:
E- _Rfs . (6.5)
tako da se kona¢no dobija:
R=pt (6.6)
P 3 :

Konstanta p se naziva specificna otpornost. Njena jedinica je Om. Recipro¢na vrednost
specifi¢ne otpornosti je specificna provodnost.
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o=— (6.7)

Cija je jedinica S/m. Koristeci specifi¢nu provodnost, relacija izmedu elektri¢nog polja i gustine
struje se moze napisati kao:

J=0oE (6.8)
Specifi¢na otpornost (provodnost) je karakteristika materijala. Dobri provodnici imaju

malu specifi¢cnu otpornost. Slika 6.1 prikazuje specificnu provodnost raznih elektrotehnickih
materijala u logaritamskoj razmeri:

6 T Bakar
4 | — |Grafit
2 -
0 1
_2 . o
—— |Silicijum
_4 N
_6 .
-8
— | Guma
_10 o
-12 | — | Staklo
-14 | —— | Teflon

Slika 6.1: Specifi¢na provodnost nekih elektrotehni¢kih materijala.

6.2  Elektronska struktura materijala

Provodnost materijala je direktno povezana sa elektronskom strukturom materijala. Kao
Sto je poznato iz fizike, elektroni koji kruZe oko jezgra atoma mogu imati energije koje
odgovaraju diskretnim energetskom nivoima.

Metali imaju delimi¢no popunjene energetske nivoe neposredno uz potpuno popunjene
nivoe, sto omogucava da elektroni lako napuste atom i slobodno se kre¢u kroz metal. Takvi
elektroni se nazivaju slobodni elektroni.

Izolatori imaju veliku zabranjenu zonu izmedu popunjenih i nepopunjenih energetskih
nivoa, Sto zahteva da elektroni dobiju veliku energiju da bi preskocili zabranjenu zonu.

Poluprovodnici imaju usku zabranjenu zonu izmedu popunjenih 1 nepopunjenih
energetskih nivoa, tako da elektroni koji dobiju malu dodatnu energiju mogu preskociti
zabranjenu zonu 1 postati pokretni. PosSto energija elektrona zavisi od temperature, i provodnost
poluprovodnika zavisi od temperature.
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Slika 6.2: Energetski nivoi kod metala, izolatora i poluprovodnika.

6.3  Silicijum kao poluprovodnik

Silicijum je osnovni poluprovodnic¢ki materijal. Kristal €istog silicijuma ima pravilnu
strukturu u kojoj atomi zadrzavaju svoj polozaj pomocu kovalentnih veza koje formiraju Cetiri
valentna elektrona koji se nalaze u najviSem energetskom opsegu. Na sobnoj temperaturi
kovalentne veze su dovoljno ¢vrste tako da je broj slobodnih elektrona veoma mali. Zbog toga je
specifiéna provodnost Cistog kristala silicijuma veoma mala.

Posto su svi elektroni povezani valentnim vezama sa susednim atomima, silicijum bi
trebalo da bude izolator. Medutim, ¢ak i na sobnoj temperaturi, valentne veze su veoma slabe,
tako da pojedini elektroni mogu lako da dobiju dovoljnu energiju da ih raskinu i postanu
slobodni elektroni. UpraZznjeno mesto elektrona u valentnoj vezi naziva se Supljina. Takav
pozitivno nalektrisan atom moze da privuce jedan elektron iz obliznje valentne veze, popuni
raskinutu valentnu vezu i ponovo postane neutralan. Dakle, ekvivalenti efekt je kao da se
pozitivno nalektrisanje kre¢e od atoma do atoma. Medjutim, posto je za kretanje Supljina
potrebno pokrenuti viSe elektrona, pokretljivost Supljina je manja od pokretljivosti elektrona.

Pozitivno nalektrisan atom moze da privuce 1 neki slobodni elektron i neutraliSe se.
Proces spajanja slobodnog elektrona i Supljine se naziva rekombinacija.

Slika 6.3: Kristalna reSetka Cistog silicijuma.

Dakle, provodnost ¢istog silicijuma potice od dva efekta:
e Kretanja elektrona
e Kretanja Supljina
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U distom kristalu silicijuma broj slobodnih elektrona i broj Supljina moraju biti isti.
Koncentracije slobodnih nosilaca u ¢istom kristalu se nazivaju sopstvene koncentracije koje
zavise od temperature po formuli:

n? = BT 3% %/ (6.9)

gde je B konstanta koja zavisi od materijala i za silicijum iznosi 5.4-10%. E,=1.12eV je
parametar koji se naziva energetski procep i predstavlja minimalnu energiju za raskidanje
kovalentne veze, dok je k =8.62-10"° eV/°K Bolcmanova konstanta. Sopstvene koncentracije
elektrona i Supljina na sobnoj temperaturi T =300°K =27°C su n, = p, =1.5-10" nosilaca/m® i
veoma su male u odnosu na gustinu atoma u kristalu silicijuma 5-10% atoma/m® . Dakle, kod

Cistog silicijuma svaki bilioniti atom u kristalu daje jedan par slobodnih nosilaca. Zbog toga je
Cist silicijum veoma slab provodnik.

Ako se na krajeve silicijumskog kristala prikljuc¢i napon V kao na slici:

<)

Slika 6.4: Prikljucenje naponskog izvora na Kristal ¢istog silicijuma.

onda dolazi do usmerenog kretanja slobodnih nosilaca kroz poluprovodnik. lako se elektroni i
Supljine pod dejstvom elektriénog polja kre¢u u suprotnim smerovima, posto su oni nosioci
suprotnog naelektrisanja, struje elektrona i Supljina se efektivno sabiraju. Dakle, gustina struje
kroz poluprovodnik data je izrazom:

J =e(u,n +u,p)E=0cE (6.10)
gde je e=1.5-10" C - naelektrisanje elektrona, x =0.135m?/Vs je pokretljivost elektrona, a

u, =0.048 m?/Vs je pokretljivost Supljina. Veligine ty 1, takode zavise od temperature. Na
sobnoj temperaturi je o =4.4-10* S/m , §to predstavlja slabu provodnost.

Jos§ jedna osobina silicijuma koja je veoma korisna u mikroelektronici je da se izlaganjem
silicijuma kiseoniku na povisenoj temperaturi na njegovoj povrsini formira oksid (SiOy), koji je
odli¢an izolator.

6.4 Dopiranje silicijuma primesama

Ako se u kristal silicijuma unesu primese drugih materijala, provodnost silicijuma se
moze povecati. Taj postupak se naziva dopiranje silicijuma.
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Silicijum ima 4 valentna elektrona u najvisem energetskom opsegu. Ako se silicijumu
doda mala koli¢ina primesa od materijala koji ima pet valentnih elektrona (fosfor, arsen ili drugi
elementi 5. grupe), pojavice se visak slobodnih elektrona koji znatno povecava provodnost
silicijuma. Takve primese se nazivaju donorske primese jer daju elektrone, a tako dopirani
silicijum se naziva n-tip silicijuma, jer ima vise slobodnih nosilaca negativnog naelektrisanja
(elektrona) nego Supljina. Tipiéna koncentracija primesa je mala i iznosi oko 10% atoma/m?, ali
je za 6 do 7 redova veli¢ine veca od sopstvene koncentracije nosilaca. Dakle, broj slobodnih
elektrona u n-tipu silicijuma je skoro isklju¢ivo odreden koncentracijom donorskih primesa
N, = Ny, gde je N, koncentracija donorskih primesa.

Broj Supljina u n-tipu silicijuma je manji nego kod ¢istog silicijuma na istoj temperaturi,
jer je povecana verovatnoca rekombinacije. PoSto je proizvod sopstvenih koncentracija
konstantan na konstantnoj temperaturi, onda iz relacije:

Moo Poo =Y = P/ (6.11)
sledi
n? n?
— i 6.12
pnO . ND ( )

OEEOCROCRIC

© © © ©
© © © ©

(80 ol Jo oo ols)
© ©

Slobodni o[
elektron

Slika 6.5: Kristalna reSetka silicijuma sa donorskim primesama.

Ako se silicijjumu doda mala koli¢ina primesa od materijala koji ima tri valentna
elektrona (bor, indijum, ili drugi elementi 3. grupe), pojavice se visak Supljina, koji takode
poveéava provodnost silicijuma. Takve primese se nazivaju akceptorske primese jer privlace
(primaju) slobodne elektrone, a tako dopirani silicijum se naziva p-tip silicijuma, jer ima vise
slobodnih nosilaca pozitivnog naelektrisanja (Supljina) nego elektrona.

Nedostajuci
elektron
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Slika 6.6: Kristalna reSetka silicijuma sa akceptorskim primesama.

Primetimo da dodavanje primesa bilo kog tipa ne narusSava neutralnost poluprovodnika,
iako stvara slobodne nosioce.

Dopiranjem silicijuma menja se i struktura energetskih opsega, tako $to se stvaraju novi
nivoi unutar zabranjene zone. Donorske primese stvaraju dodatni energetski nivo blizu
nepopunjenih provodnih nivoa, ¢ime se olakSava stvaranje slobodnih elektrona. Akceptorske
primese stvaraju dodatni energetski nivo blizu popunjenih valentnih nivoa, ¢ime se olakSava
stvaranje slobodnih Supljina.

Provodni Provodni
opseg opseg
Donorski_y,
nivoi
zabranjen zabranjen
‘ <«— Akceptorski
n-tip p-tip

Slika 6.7: Energetski nivoi kod dopiranih poluprovodnika.

S obzirom na veliku razliku koncentracija elektrona 1 Supljina kod dopiranog silicijuma,

provodnost dopiranog silicijuma prvenstveno odredjuju vec¢inski nosioci:
eu,n=eu N, zan-tipsilicijjuma

_ ] S =8ty e (6.13)

eu,p=eu,N, zap-tipsilicijuma

lako je koncentracija primesa veoma mala u odnosu na ukupni broj atoma, ona je ipak
znatno veca od koncentracije slobodnih nosilaca kod ¢istog poluprovodnika. Provodnost je
linearna funkcija koncentracije unesenih primesa. Kod materijala n-tipa, vecinski (glavni)
nosioci su elektroni, a manjinski (sporedni) nosioci su Supljine. Kod materijala p-tipa vecinski
(glavni) nosioci su Supljine, @ manjinski (sporedni) nosioci su elektroni.
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7. PN spoj

Ako se napravi bliski kontakt (spoj) materijala n-tipa i materijala p-tipa dobija se tzv. pn
spoj ili dioda. U praksi su oba tipa materijala delovi istog kristala silicijuma, ¢iji su delovi
dopirani razli¢itim primesama.

Pored toga Sto pn spoj predstavlja diodu, on je i osnovni element slozenijih elektronskih
elemenata, kao §to je to bipolarni tranzistor, a ima 1 znacajnu ulogu u radu MOS tranzistora.

7.1  Nepolarisani pn spoj
Na slici 7.1 je ilustrovana situacija kada se p i n tip materijala ne dodiruju. Slobodni

elektroni su ravnomerno rasporedeni po telu poluprovodnika n-tipa, dok su slobodne Supljine
ravnomerno rasporedene po telu poluprovodnika p-tipa.

oooeee
0 & @
000 0.0,

Nepokretni Slobodni Nepokretni Slobodna
donorski jon elektron akceptorski jon Supljina

Slika 7.1: Naelektrisanja kod dopiranih poluprovodnika.

Ako se formira kontakt materijala p i n tipa, odnosno pn spoj, onda dolazi do prelaza
slobodnih vec¢inskih nosilaca preko spoja u drugu oblast i do njihove rekombinacije. U blizini
spoja ostaju samo nepokretni naelektrisani atomi. Ta oblast se naziva osiromasena oblast ili
oblast prostornog tovara jer u njoj nema slobodnih nosilaca elektriciteta.

Nepokretna naelektrisanja formiraju elektricno polje u oblasti prostornog tovara. To
elektri¢no polje se suprotstavlja daljem kretanju nosilaca preko spoja. Na spoju se pojavljuje
mala razlika napona, koja se naziva potencijalna barijera. Veli¢ina potencijalne barijere zavisi
od poluprovodni¢kog materijala i nivoa dopiranja primesama. Kod silicijuma potencijalna
barijera je u granicama od 0.6 V do 0.8 V, a kod germanijuma svega 0.2 V. Veli¢ina potencijalne
barijere se ne moZe izmeriti merenjem napona izmedu anode 1 katode, jer postoje i kontaktni
potencijali na spojevima metal-poluprovodnik kod priklju¢aka diode.

Dakle, moZemo smatrati da kroz nepolarisani pn spoj proti€u Cetiri razlicite struje.
Difuzione struje vecinskih nosilaca, elektrona i Supljina, poticu od razli¢itih koncentracija
nosilaca sa obe strane pn spoja i ¢ine difuzionu struju 1. Usled elektri¢nog polja takodje postoje

dve komponente struje manjinskih nosilaca, struja elektrona i struja Supljina, koje Cine struju
usled elektricnog polja |¢. U ravnoteznom stanju, kada pn spoj nije vezan u elektri¢no kolo,

ukupna struja kroz pn spoj mora biti jednaka nuli pa su difuzione struje uravnotezene strujama
usled elektricnog polja, tj. I, = I. Takvo ravnotezno stanje se naziva ekvilibrijum.
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Slika 7.2: Raspodela naelektrisanja, elektri¢no polje i napon na nepolarisanom pn spoju.

Nepolarisani pn spoj se moze u gruboj analogiji predstaviti kondenzatorom. Nepokretni
joni predstavljaju opterecenje kondenzatorskih ploca, a osiromaSena oblast predstavlja dielektrik.
Ako poluprovodnik posmatramo kao celinu, on je i dalje elektricno neutralan.

7.2 Direktno polarisani pn spoj

Ako na krajeve pn spoja povezemo naponski izvor sa pozitivnim polom vezanim na p
oblast kao na slici 7.3, dolazi do smanjenja potencijalne barijere na spoju, suzenja oblasti
prostornog tovara i olakSanog kretanja vecinskih nosilaca preko spoja. Vecinski nosioci iz n
oblasti, elektroni, difuzijom prelaze u p oblast, a ve¢inski nosioci iz p oblasti, Supljine, difuzijom
prelaze u n oblast, gde dolazi do njihove rekombinacije. Dakle, posto je elektricno kolo
zatvoreno, postoji stalna difuzija nosilaca preko spoja, odnosno postoji struja kroz pn spoj.
Manjinski nosioci takode prelaze preko spoja usled elektricnog polja, ali je zbog njihovog znatno
manjeg broja njihov doprinos ukupnoj struji zanemarljiv.

Dakle, struja kroz direktno polarisanu diodu se sastoji od dve komponente: struje
vecinskih nosilaca (difuziona struja) i struje manjinskih nosilaca (struja usled elektricnog polja).

=1y — 1. = Ke MK _Ke /X — | (e —1) = I (" 1) ~ I "™ (7.1)
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gde je K konstanta koja zavisi od geometrijskih dimenzija pn spoja, V napon na spoju, Vo napon
potencijalne barijere, k Bolcmanova konstanta, a T apsolutna temperatura u °K. Struja I se
naziva inverzna struja zasi¢enja pn spoja i direktno je proporcionalna povrSini pn spoja. Kod
silicijuma ona iznosi oko 10™° A, dok je kod germanijuma oko 10° A na sobnoj temperaturi.
Napon V, =KT/e se naziva temperaturni napon i na sobnoj temperaturi iznosi priblizno 26 mV.
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Slika 7.3: Struje i raspodela naelektrisanja na direktno polarisanom pn spoju.
7.3 Inverzno polarisani pn spoj

Ako na pn spoj povezemo naponski izvor sa pozitivnim polom vezanim na n oblast, kao
na slici 7.4, dolazi do povecanja potencijalne barijere na spoju, proSirenja oblasti prostornog
tovara i otezanog kretanja vecinskih nosilaca preko spoja. Struja manjinskih nosilaca ostaje
skoro nepromenjena i ona predstavlja struju kroz spoj.
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Slika 7.4: Struje i raspodela naelektrisanja na inverzno polarisanom pn spoju.
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I=1,—1, ~—Ig (7.2)

lako teorijski model pokazuje da je struja inverzno polarisanog pn spoja jednaka struji
zasic¢enja, eksperimentalno se dobijaju vec¢e vrednosti za struju inverzno polarisanog pn spoja.
Razlog za to su povrsinski efekti koji izazivaju tzv. struju curenja, koja moze biti i milion puta
veca od struje zasicenja.

7.4 Proboj pn spoja i Zener dioda

Ako se na pn spoj primeni veliki inverzni napon, dolazi do formiranja jakog elektricnog
polja u oblasti prostornog tovara i do naglog porasta struje. Ta pojava se naziva proboj, a napon
pri kome dolazi do proboja se naziva napon proboja. Veli¢ina napona proboja uglavnom zavisi
od koncentracije primesa.

Kod silicijumskih dioda razlikuju se dve vrste mehanizma proboja. Kod intenzivno
dopiranih pn spojeva dominantno nastaje Zenerov proboj, i on se javlja zahvaljujuéi tunel efektu.
Kod slabo dopiranih pn spojeva, dominantno se javlja lavinski proboj i on nastaje udarnom
jonizacijom koju vrSe nosioci sa velikom kinetickom energijom. U mnogim slucajevima su
zastupljena oba mehanizma proboja. Opisani proboji sami po sebi nisu destruktivni ukoliko je
snaga disipacije (proizvod struje i napona) na diodi takva da ne dode do pregrevanja i
spaljivanja.

Kod standardnih dioda proboj je uglavnom destruktivnog karaktera jer se deSava pri
velikom inverznom naponu. Pri tome struja nekontrolisano kreée da raste, pa snaga disipacije
lako pregreje diodu. Medutim, postoje diode koje su posebnim tehnoloskim postupkom tako
fabrikovane da kod njih postoji ograni¢enje disipacije pa proboj nije destruktivan. Bez obzira
koji je mehanizam proboja u pitanju takve diode se nazivaju Zenerove diode.

Zenerove diode imaju veliku prakti¢énu primenu. Zbog vrlo naglog porasta struje prilikom
proboja, napon na Zener diodi u oblasti proboja je prakti¢no konstantan. 1z tog razloga se
Zenerove diode intenzivno koriste u stabilizatorima napona i naponskim referentnim izvorima.

7.5  Strujno naponska kakteristika i modeli diode

Za poluprovodnic¢ku diodu se koristi isti simbol 1 ista nomenklatura kao 1 za idealnu
diodu. Pri tome se poluprovodnicka dioda modeluje na viSe naina u zavisnosti od nivoa
aproksimacije. Najveci nivo aproksimacije poluprovodnic¢ke diode upravo idealna dioda.

7.5.1 Nelinearni model diode

Kao $to je objasnjeno u prethodnom izlaganju, pod uslovom da se ne nalazi u oblasti
proboja, struja diode pri direktnoj ili inverznoj polarizaciji se moze opisati relacijom

ip =l (e —1) (7.3)

Ista nomenklatura vazi kao za idealnu diodu. Izraz 7.3 je funkcionalna zavisnost koja se naziva
staticka strujno-naponska karakteristika diode i graficki je predstavljena na slici 7.5.
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ip = f(vp)
(mA)
4 L
3 L
2 L
1t
0 J Vo
2 p v 1

Slika 7.5: Graficki prikaz jednacine diode.

Relacija 7.3 je nelinearna i cesto postoji potreba da bude uproséena, odnosno
linearizovana. U praksi je razvijeno nekoliko upro$¢enih modela diode, pogodnih za
izraCunavanja bez upotrebe racunara.

7.5.2 Idealna dioda

Idealna dioda predstavlja najjednostavniji model diode. Ako je dioda direktno polarisana,
uzima se da je napon na njoj nula. Ako je dioda inverzno polarisana uzima se da je struja kroz
nju nula. Dakle, direktno polarisana dioda priblizno odgovara kratkom spoju, dok inverzno
polarisana dioda predstavlja otvorenu vezu. To je graficki predstavljeno na slici 7.6.

I (mA) A
O_
\VA
o_
Vp (V)
0 |

Slika 7.6: Karakteristika idealne diode i njen simbol.

7.5.3  lzlomljeno linearni model diode
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Izlomljeno linearni model diode je zasnovan na jednostavnoj linearizaciji nelinearne
karkteristike diode, koja je prikazana na slici 7.7a.

: A
'o (mA)

Nagib = 1/,

Slika 7.7: (a) Izlomljeno linearna aproksimacija karakteristike diode, (b) Elektri¢ni model.

Elektricni model kojim se realizuje ovakva karakteristika prikazan je na slici 7.7b.
Parametri modela su V,, ~0.65V i ry = 20Q. U model je ukljucena i idealna dioda da bi se

obezbedilo da struja te¢e samo pri direktnoj polarizaciji diode. Ukoliko se modeluju diode kod
kojih su spojevi bazirani na materijalima razli¢itim od silicijuma, na primer germanijumska ili
Sotki dioda, pad napona V,,moze da bude i reda 0.2 V - 0.3 V.

7.5.4  Model diode sa konstantnim padom napona

Najcesce korisceni model diode u praktiénim izraunavanjima dobija se upro$c¢enjem
izlomljeno linearnog modela, tako Sto se stavi da ry, —0€Q . Onda drugi segment izlomljeno
linearne karakteristike postaje vertikalan, kao na slici 7.8a. Najcesc¢e se uzima da je V,, =0.7 V.

iD(mA)“ o
\V
H
Voo
| WwiV) o]
0 Voo -

Slika 7.8: (a) Aproksimacija karakteristike diode sa konstantnim padom napona, (b) Elektri¢ni model.

Ovaj model diode moze i da se opiSe jednostavnim skupom matematickih iskaza:
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i, =0 za vy <V, (7.4)
Vv, =Vp, za iy >0. '

7.5.5  Karakteristika Zenerove diode i modelovanje

Zenerova dioda ima sli¢an simbol kao i obi¢na dioda, slika 7.9. Referentni smerovi za
napon i struju su identi¢ni kao u sluc¢aju obic¢ne diode:

+ [
VD

Slika 7.9. Elektri¢ni simbol Zenerove diode sa usaglasenim smerovima struje i napona

Matematicki opis zavisnosti struje Zenerove diode ip 0d napona Vp sloZeniji je u odnosu
na formulu 7.3 jer je potrebno modelovati ponasanje i u oblasti proboja, stoga ga ovde ne¢emo
navoditi. Na slici 7.10 ilustrovana je strujno naponska karakteristika jedne Zenerove diode koja
ilustruje ponasanje i u oblasti proboja:

Slika 7.7.10 strujno naponska karakteristika Zenerove diode koja ilustruje ponasanje i u oblasti proboja:

Za potrebe analize 1 dizajna elektriénih kola koje sadrze Zenerove diode, najcesce se
koristi model u kome se redno sa idealnim diodama dodaju padovi napona u direktnoj
polarizaciji, kao i redne otpornosti. Model takve diode je prikazan na slici 7.11, kao i njena
strujno naponska karakteristika

I (mA) 4
Y Nagib = 1/
& s (V)
Nagib Voo

=1/

slika 7.11 Model koji se najéesée koristi i u kome je dioda i u direktnom i u inverznom reZimu modelovana
konstantnim padom napona
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7.5.6  Model diode za male signale

Pretpostavimo da se napon na direktno polarisanoj diodi sastoji od fiksnog dela i
promenljivog dela, koje ¢emo oznaciti po slede¢oj konvenciji:

Vp =V +V,, gdeje v, <<V, (7.5)
Posto je varijacija napona na diodi mala, za struju diode se moze pisati:

C 1 aM | VoM | VoM WM _ | aVelV
ID_ISeDT_ISeD d T_ISeD Ted T_IDed T

Y I 1 . (7.6)
~ ID(1+V_i) =1, +\/—in =1, +Evd =1, +i,
Dakle za promenljivu komponentu struje diode vazi jednacina:
i, =Ly, 77
r-d

gde se r, naziva otpornost diode za male signale. Recipro¢na vrednost otpornosti diode za male

signale predstavlja nagib tangente karakteristike diode u tacki koja je odredena fiksnim delovima
napona i struje diode.

Dakle, za male signale dioda se moZze modelovati otpornikom, ¢ija je vrednost jednaka
otpornosti diode za male signale r, .

7.6 Radna tacka diode

Posmatrajmo jednostavno kolo sa diodom, kao na slici 7.12:

Slika 7.12: Elementarno kolo sa diodom.

Kako odrediti struju i napon na diodi, kada su vrednosti napona baterije V i otpornika R
poznate? Dioda je direktno polarisana i kroz nju tece znacajna struja. Mogu se napisati dve
jednacine. Jedna od njih je nelinearna jednacina diode:

I, = leM (7.8)

dok je druga jednacina po drugom Kirhofovom zakonu linearna:
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V-RI, -V, =0 (7.9)
Iz druge jednacine se dobija jednacina prave u sistemu (1,,V;):

1 1
lp=—=Vp+=V 7.10
o= —Vot= (7.10)

koja se naziva radna prava.

Obe jednacine se mogu predstaviti graficki, kao na slici 7.10, pa se i do resenja sistema
jednacina moze do¢i grafickim putem. ReSenje sistema jednacina je presek jednacine diode 1
radne prave definisane drugim Kirhofovim zakonom i naziva se mirna radna tacka.

I (MA)

VA
Qlba: Voo

V5 (V)

0 %

Slika 7.13: Jedna¢ina diode i radna prava u istom sistemu karakteristika.

Drugi nacin odredivanja radne tacke je da se resi sistem od jedne linearne 1 jedne
nelinearne jednacine nekim metodom reSavanja nelinearnih jednacina iz numeri¢ke analize.
NajceSce se reSavanje nelinearne jednacine, ili sistema nelinearnih jednacina, svodi na iterativno
reSavanje sistema linearnih jednacina. Ovaj metod reSavanja nelinearnih kola se Koristi u
racunarskim programima za analizu kola, kao §to je, na primer, poznati program SPICE.

7.7 Primene i vrste dioda

Kao $to se vidi iz jednacine za struju diode (7.1), osobine diode znatno zavise od:

e Materijala od kojeg je napravljena dioda,
e Geometrijskih karakteristika spoja,
e Temperature.

Diode su vazan 1 Cesto koriS¢eni element u savremenoj elektronici. PoSto se dioda ne
moze realizovati tako da se istovremeno ostvare sve povoljne karakteristike, diode se proizvode
sa karakteristikama koje najvise odgovaraju njihovoj nameni. Tako se kod proizvodaca
poluprovodnickih komponenata mogu nabaviti razne vrste dioda, kao Sto su:

e Diode za usmerace malih snaga,
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e Diode za usmerace velikih snaga,

e Diode za prekidacki rezim rada

e Diode za rad na visokim uc¢estanostima,

e Diode promenljive kapacitivnosti (varikap ili varaktor diode),
e Fotodiode,

e Svetlece (LED) diode, itd.

Detaljnije karakteristike dioda se mogu naci u publikacijama proizvodaca (data sheet), u
papirnoj formi (katalozi) ili na Internetu.
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8 Bipolarni tranzistor
(Bipolar Junction Transistor - BJT)

8.1 Struktura i simboli bipolarnog tranzistora

Bipolarni tranzistor je poluprovodnicka struktura sa tri elektrode. Bipolarni tranzistor
predstavlja sendvi¢ strukturu sacinjenu od tri razlicito dopirane poluprovodnicke oblasti koje
formiraju dva pn spoja: npn ili pnp. Najvise dopirana oblast predstavlja emitor, sredisnja oblast
se naziva baza, dok je najmanje dopirana oblast kolektora. Radi korektnog funkcionisanja
tranzistora, baza mora biti vrlo uska, a sve tri oblasti imaju metalne kontakte kojima se vrsi
prikljuéivanje tranzistora u elektricnokolo. U praksi se, zbog boljih elektri¢nih karakteristika,
mnogo viSe koriste npn tranzistori pa ¢e se analiza rada tranzistora uglavnom ilustrovati preko
npn tranzistora.

Emitor Kolektor
a) ' | .

Baza

b) Emitor p Kolektor

Baza

Emitor Baza Kolektor

I1zolacija

n

Slika 8.1: Principijelni prikaz strukture bipolarnog a) npn i b) pnp tranzistora. Znak plus oznadava vecu
koncentraciju slobodnih nosilaca, $to znac¢i da postoji razlika u koncentracijama nosilaca izmedu emitorskog
i kolektorskog dela tranzistora. ¢) UproSéeni prikaz poprecnog preseka vertikalnog npn tranzistora

Na slici 8.2 prikazani su elektriéni simboli npn i pnp tranzistora, sa oznacenim
referentnim smerovima odgovarajuc¢ih napona i struja. Ukoliko je ispunjeno da su prikazani
naponi na slici 8.2 ve¢i od nule,

Ve >0,V >0, zanpni

(8.1)
Vee >0, vz >0 zapnp
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tada se kaze da je tranzistor u direktnom rezimu, i struje na slici 8.2 su vece ili jednake nuli.
Bipolarni tranzistor moze da radi i kad kolektor i emitor zamene mesta i tada radi u inverznom
rezimu. lako je moguce sintetizovati Seme sa tranzistorima u inverznom rezimu rada, ta varijanta
se u praksi retko koristi i zbog toga nije obradena u ovoj knjizi. Posto se direktan rezim
podrazumeva, u tekstu koji sledi nece se vise naglasavati da se o njemu radi.

PNP

Slika 8.2: Simboli npn i pnp tranzistora

Zavisno od polarizacije spojeva emitor-baza (emitorski spoj) i kolektor-baza (kolektorski
Spoj), npn tranzistor se moze naci u razli¢itim reZimima rada, koji su prikazani u sledecoj tabeli:

Rezimi rada tranzistora

- Tip spoja
. .. Potencijali
Tip Rezim rada o Namena
prikljucaka .
Emitor-baza Kolektor-baza
Direktan aktivni Direktna Inverzna e
. E<B<C R o Pojacavaci
rezim polarizacija polarizacija
Direktna Direktna
Zasicenje E<B>C L L Prekidaci
npn polarizacija polarizacija
Inverzna Inverzna
Zakocenje E>B<C o o Prekidaci
polarizacija polarizacija
Inverzan aktivan Inverzna Direktna Retko se
.. E>B>C . o L
rezim polarizacija polarizacija koristi
Inverzan aktivan Inverzna Direktna Retko se
.. E<B<C L L -
rezim polarizacija polarizacija koristi
) Inverzna Inverzna Sy
Zakocenje E<B>C L L Prekidaci
onp polarizacija polarizacija
o Direktna Direktna D
Zasicenje E>B<C L L Prekidaci
polarizacija polarizacija
Direktan aktivni Direktna Inverzna L.
.. E>B>C L L Pojacavaci
rezim polarizacija polarizacija

Aktivni rezim se dominantno koristi u pojacavackim kolima, koja se proucavaju u
analognoj elektronici. Rezimi zasi¢enja i zakocCenja se dominantno koriste u elektronskim
prekidacima i proucavaju se u impulsnoj i digitalnoj elektronici.
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8.2 Rad bipolarnog tranzistora u aktivnom rezimu i zasi¢enju

U aktivnom rezimu rada emitorski spoj je direktno polarisan, a kolektorski spoj je
inverzno polarisan. Polarizacija se ostvaruje priklju¢ivanjem baterija odgovarajuceg polariteta,
kao naslici 8.3.

Slika 8.3: Struje u aktivnom reZimu rada npn tranzistora

Za razmatranje rada tranzistora u aktivnom rezimu najbolje je po¢i od emitorskog spoja
koji je direktno polarisan, i prema tome ima dve difuzione struje vecinskih nosilaca sa obe strane
spoja:

1. Struja elektrona od emitora ka bazi 1,
2. Struja Supljina od baze ka emitoru |g,

¢iji zbir predstavlja struju emitora:

e =l +1g =g, jerje g, <<lIg (8.2)

Elektroni koji su iz emitora presli u bazu u njoj predstavljaju manjinske nosioce. Pre
uspostavljanja direktne polarizacije emitorskog spoja 1 ubacivanja elektrona, ravnotezna
koncentracija elektrona u bazi je bila veoma mala. Ubaceni elektroni znatno povecavaju
koncentraciju elektrona u bazi narocito u blizini emitorskog spoja. S druge strane, kolektorski
spoj je inverzno polarisan pa elektricno polje izaziva kretanje manjinskih nosilaca preko spoja.
Zbog toga je u blizini kolektorskog spoja koncentracija manjinskih nosilaca (elektrona u bazi i
Supljina u kolektoru) izuzetno mala. Dakle, koncentracija elektrona u bazi opada sa velike
vrednosti oko emitorskog spoja na malu vrednost oko kolektorskog spoja. Posto je baza veoma
uska, moze se opravdano smatrati da je koncentracija elektrona opada po linearnom zakonu. Kao
posledica neuniformne koncentracije, elektroni u bazi se krecu difuzijom od emitorskog ka
kolektorskom spoju. S obzirom da u bazi postoje 1 Supljine, izvestan broj elektrona se na svom
putu od emitorskog ka kolektorskom spoju rekombinuje i ne stigne do kolektora. S obzirom na
malu $irinu baze, broj rekombinovanih elektrona je mali.

Na inverzno polarisanom kolektorskom spoju postoje dve komponente struje manjinskih
nosilaca usled elektricnog polja:

1. Struja elektrona od baze ka kolektoru I,
2. Struja Supljina od kolektora ka bazi |, (inverzna struja zasi¢enja spoja CB) .
Te dve struje u zbiru daju struju kolektora:
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le =lee+1cgo = le, Jerje legy <<l - (8.3)

Struja baze se sastoji od tri komponente:
1. Struja Supljina od baze ka emitoru I,

2. Struja Supljina od kolektora ka bazi 1,

3. Struja usled rekombinacije elektrona u bazi I,

tako da je:

I, =1 ~ g (8.4)

B Br + IEp
Odnos struje elektrona koji prelaze u kolektor i struje emitora obelezava se sa a i haziva
koeficijent strujnog pojacanja od emitora do kolektora:

I lc—1 I
o= Ce _ _C CBO o, _C (85)
IE IE IE

odakle se uz pomoc¢ prvog Kirhofovog zakona i jednacine I = I, + 1. dobija:

a 1
Ic:1 lg + lego = Blg +(B+Dl g, = Bl (8.6)
-a l-«

Faktor S se naziva koeficijent strujnog pojacanja (od baze do kolektora). Tipi¢ne
vrednosti za faktor « su od 0.95 do 0.999, a za faktor £ od 20 do 1000. Treba napomenuti da
koeficijent strujnog pojacanja nije konstanta i da zavisi od temperatutre (min, tip, max) i struje
kolektora, slika 8.4. Za svaki tip tranzistora proizvoda¢ kao kataloSki podatak daje familiju
krivih koja opisuje zavisnost koeficijenta strujnog pojacanja od struje kolektora. Prilikom analize
tranzistorskih kola, uobicajeno je da se koeficijent strujnog pojacanja smatra konstantnim, §to ée
u tekstu koji sledi biti razjaSnjeno.

150 —
ma

ﬂ:O %/\\\\

0

N

1A 100 A 1mA  10mA
log(1.)

Slika 8.4. Zavisnost koeficijenta g od struje kolektora

U literaturi koja detaljno objasnjava rezime rada bipolarnog tranzistora koeficijenti a i S
¢esto imaju u indeksu F, na primer Se , da bi se naglasilo da se radi o direktnom rezimu, dok se
za inverzni rezim Koristi fr sa slovom R u indeksu. Pri tome je S >> fr.
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8.2.1 Model npn tranzistora za velike signale u aktivnom rezimu

Relacija 1. ~ #1, pokazuje sustinu rada tranzistora, koja se ogleda u ¢injenici da se
malom strujom baze moze kontrolisati znatno vec¢a kolektorska struja.

Posto je struja baze eksponencijalnog karaktera:

= | e 8.7)

IB
onda i kolektorska struja sledi istu zavisnost:
lo = Bl = flge'e=M = e/ (8.8)

Struja Ics Se zove inverzna struja zasi¢enja tranzistora i uobicajeno je da se oznac¢ava samo sa ls.
Za struju ls se moze pokazati da dominantno zavisi od sledec¢ih tehnoloskih parametara:

D
ls =qnpoAEVT”, (8.9)
B

pri ¢emu je znacenje pojedinih parametara ve¢ delimi¢no objasnjeno i u poglavlju 7. Prethodno
izvedene formule vaze kako za DC signale tako 1 za trenutne vrednosti signala na niZim
ucestanostima. Formula 8.8 i napisana u izmenjenom obliku glasi:

H V, Dn V
i =le"" =qn A W e/ (8.10)

B

® Ny — ravnotezna koncentracija sporednih nosilaca (elektrona) u podrucju baze (slucaj npn
tranzistora)

D, — difuziona konstanta sporednih nosilaca (elektrona) u podrucju baze

g — naelektrisanje elektrona

Ag — povrsina emitora

W;g — geometrijska Sirina baze

ic, Veg, trenutne vrednosti struje kolektora i napona spoja baza-emitor

Koriste¢i prethodne relacije, najprostiji modeli npn bipolarnog tranzistora u aktivnom
rezimu mogu se napraviti kori$¢enjem kontrolisanih strujnih izvora. Dva takva modela su
prikazana na slici 8.5:

Vee I XZ ¢ Bl Vae \/ ls/a

_ ° _ o E

ElllE

Slika 8.5. Modeli npn tranzistora za velike signale u aktivnom reZimu rada.
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Oblasti prostornog tovara

+

(|
|
Vae

Slika 8.6. Ilustracija promene efektivne Sirine baze koja nastaje kao posledica poveé¢anja napona inverzne
polarizacije pn spoja baza-kolektor i prosirenja oblasti prostornog tovara

8.2.2 Erlijev efekat

Erlijev efekat se mozZe uoditi na grafiku zavisnosti kolektorske struje ic od napona vce
kada se bazna struja koristi kao parametar. Na tom grafiku se moze uociti porast struje ic S
porastom napona Vcg, kao §to je prikazano na slici 8.15. Erlijev napon —V,, dobija se na mestu
preseka Vce ose sa linijama koje predstavljaju produzenje funkcija ic (Vcg)

Kao §to je vec reeno, kod tranzistora u aktivnom rezimu pn spoj baza—emitor je direktno
polarizovan dok je spoj baza—kolektor inverzno polarizovan. Kako je napon izmedu baze i
emitora priblizno 0.7 V i slabo se menja dok je tranzistor u aktivnom rezimu, povecanje napona
Vce dominanto ¢e da se translira u povecanje napona Vcg, $to je istovremeno i povecan napon
inverzne polarizacije pn spoja baza — kolektor. Shodno razmatranjima u poglavljima 7.2 i 7.3,
povecan napon inverzne polarizacije pn spoja baza — kolektor automatski povlaci proSirenje
oblasti prostornog tovara na granici spoja baza — kolektor, $to prouzrokuje smanjenje efektivne
Sirine baze, slika 8.6. Stoga je efektivna Sirina baze funkcija napona Vcg @ samim tim i inverzna
struja zasicenja, jer je u izrazu 8.9 potrebno koristiti efektivnu Sirinu baze umesto geometrijske
Sirine baze. Opisani efekat se naziva Erlijev efekat.

Uticaj promene napona Vce ha promenu struje ic u izrazu 8.10, moze se izraziti posredno
preko promene efektivne Sirine baze, diferenciranjem izraza:
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g g dw,

—C —_ (8.11)
aVCE WB dVCE
Moze se pokazati da se izraz
V,y=-W,/ W, (8.12)
dVee

malo menja sa promenom napona Vceg pa se moze smatrati konstantnim. Izraz je po dimenziji
napon i naziva se Erlijev napon i pozitivan je. U praksi se tretira kao kataloski parametar koji
proizvodac tranzistora publikuje u specifikacijama tranzistora. Koristeci izraz 8.12 formula 8.11
se moze napisati u slede¢em obliku:
g _le. (8.13)
aVCE VA

Uzimanjem u obzir Erlijevog efekta jednacine koje opisuju struju kolektora tranzistora u
aktivnom rezimu dobijaju modifikovan oblik:

i =leV (1+‘\’/£J, (8.14)

A

1 H VCE
I = iy [1+ V—j (8.15)

A

Erlijev napon kod diskretnih tranzistora ima vrednost reda ~ 100 V. Ukoliko se
eksplicitno ne kaZe suprotno, u analizama koje ¢emo da sprovodimo u tekstu koji sledi, Erlijev
efekat ¢e biti zanemaren.

8.2.3 Model tranzistora za male signale

Pretpostavimo da se pobudni napon tranzistora sastoji od fiksne (DC) komponente i
promenljive (AC) komponente, koje ¢emo oznaciti po slede¢oj konvenciji:

Ve ®) :VBE *+ Ve ®, (8-16)

gde je v,, <<V;, zasvako t u intervalu posmatranja. Argument t se u daljem tekstu
podrazumeva. Posto je varijacija pobudnog napona mala, onda se za struju baze moze pisati:

Co o aveeM 1 aMaetwe N _ | aVeeMr albe/V
IB_IBSeBE T_IBSe BE Vi T_IBSeBE T@be/NT

v, I 1 . (8.17)
= 1% x| (1+2)=1_ +-Bv =1 +=v_ =1_+i
B B( VT B VT be B rﬁ be B b

odnosno, ona se sastoji od fiksne DC i promenljive AC komponente. DC komponenta ulaznog
napona odreduje DC komponentu struje baze, tj. odreduje mirnu radnu tacku MRT. Promenljiva
komponenta ulaznog napona odreduje promene struje baze oko MRT. Parametar r, =V, /I,

ocigledno zavisi od radne tacke tranzistora.
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Na sli¢an nacin se za struju kolektora dobija:

iC =ﬂo 'iB — ISeVBE/VT — |Se(VBE+Vbe)/VT — ISeVBE/VTeVbe/VT

8.18
h):|C+I_vae:IC—+_gm\/be=|C—|—i ( )

=l e"M = I (1+ o
A V,

tj. i ona se sastoji od fiksne i promenljive komponente. Koeficijent strujnog pojacanja /3, koji

figuriSe u jednacini 8.18 generalno se po vrednosti razlikuje od koeficijenta strujnog pojacanja za
veliki signal ali se aproksimativno mogu smatrati jednakim, tako da ¢e u daljem tekstu biti
izostavljen indeks nula. Fiksna komponenta ulaznog napona Vgg odreduje fiksnu komponentu
kolektorske struje Ic, a promenljiva komponenta ulaznog napona Vpe odreduje promene
kolektorske struje ic, u okolini MRT, slika 8.7. U ovom slu¢aju MRT je definisana uredenim
parom Q = (Vgg, Ic). U sloZenijim Semama, u kojima figurise viSe jednosmernih signala, da bi se
istaklo da se radi o signalima mirne radne tacke, ¢esto se u indeksu dodaje i slovo Q, pa se pise
Q = (Veeq, Ico)-

lc

Slika 8.7 Fiksna komponenta ulaznog napona Vge odreduje fiksnu komponentu kolektorske struje Ic, a
promenljiva komponenta ulaznog napona vy, odreduje promene kolektorske struje ic, u okolini MRT.

Parametar g, =1./V, naziva se transkonduktansa tranzistora. Oc¢igledno, postoji veza:

g -l Bls_p_1 (6.19)
Vi Vpoor,o

gde se r, =v,, /i, =1/g,, naziva emitorska otpornost zamale signale.
Ako se zanemari Erlijev efekat relacije v, =ri, i.=/4i, i i, =g9,v, Ppredstavljaju

matematicki opis modela tranzistora za male signale, koji je u literaturi poznat kao hibridni =
model. Dve verzije ovog modela realizovane preko elementarnih elemenata su prikazane na slici
8.8.

8.8



Slika 8.8 Hibridni = modeli tranzistora za male signale.

Kod diskretnih tranzistora Erlijev efekat je u najvecem broju sluc¢ajeva zanemariv jer su
kod njih dimenzije PN spojeva takve da je sa promenom napona vce relativna varijacija efektivne
Sirine baze zanemariva. Isto tako komponente sa kojima je povezan tranzistor mogu da budu
takve da je Erlijev efekat zanemariv. U slucaju integrisane tehnologije gde su tranzistori malih
dimenzija, u mnogim situacijama Erlijev efekat nije zanemariv i mora da se uzme u obzir.

Na osnovu jednacine 8.13, mala promena napona Vce u okolini MRT prouzrokovace i
malu promenu struje ic:

i

CE

le (8.20)

_C
ce
VA

ic=lc

Ekvivalentni otpornik r¢. za mali signal dodaje se u modelu tranzistora za mali signal paralelno
strujnom izvoru, slika 8.9

I, i
ib © C | X 0 C
Vv b i
B n gm be rce B > ﬂlb .
Vbe r Vbe[ r ce
e [

Slika 8.9 Hibridni = modeli tranzistora za male signale sa uklju¢enim Erlijevim efektom

U prakti¢noj primeni modela za male signale u analizi pojacavackih kola sa bipolarnim
ali i bilo kojim drugim tranzistorima, u pojac¢avackoj Semi tranzistor se zamenjuje svojim
modelom za mali signal, dok se nezavisni jednosmerni izvori anuliraju (naponski izvori se kratko
spajaju, a strujni izvori se raskidaju). Dobijena Sema pojacavackog kola se tada naziva model
pojacavaca za mali signal. Ukoliko se u takvoj Semi pojacavackog kola zbog jednostavnosti
koristi elektri¢ni simbol tranzistora, ali se podrazumeva da na njegovom mestu stoji model
tranzistora za mali signal, tada se takva Sema naziva Sema pojacavaca za mali signal.

8.24 Model tranzistora za velike signale u rezimu zasi¢enja
Model tranzistora u aktivnom rezimu vazi sve dok je potencijal kolektora dovoljno veci

od potencijala emitora. Grani¢na vrednost napona Vcg ispod koje kontrolisani strujni izvor
prestaje da radi naziva se napon zasi¢enja 1 njegova vrednost je priblizno
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Vo 202V (8.21)

Posto je u rezimu zasienja napon V. <V #0.2V, nema svrhe raditi preciznije

modelovanje tako da se spoj izmedu kolektora i emitora modeluje naponskim izvorom vrednosti
Vees =0.2 V. Pri tome je napon izmedu baze i emitora nesto veéi nego $to je u aktivnom rezimu:

Vae =V ~0.8 V. (8.22)

U rezimu zasi¢enja vazi i da je
Blg>1.. (8.23)

Na slici 8.10 prikazan je model tranzistora u zasi¢enju:

B o c
Vies 0.8 :% Vees # 0.2

E

Slika 8.10 Model za veliki signal tranzistora u zasi¢enju

8.2.5 Probojni naponi

Kod tranzistora u zakoCenju ili aktivnom rezimu moze doé¢i do proboja inverzno
polarisanog baza-kolektor spoja kao i do proboja izmedu kolektora i emitora. 1z tog razloga u
visokonaponskim primenama treba voditi raCuna o probojnim naponima kod tranzistora.
Probojni naponi su za svaki tip tranzistora kataloski specificirani.

Na sli¢an nac¢in kao i kod inverzno polarizovane diode, kod inverzno polarizovanog
spoja baza-kolektor moze doci do proboja. Po svojoj prirodi taj proboj je dominantno lavinski i
nije destruktivan, pod uslovom da je struja koja se generiSe u pn spoju ogranicena i da ne dode
do pregrevanja. Probojni napon izmedu baze i kolektora naziva se BVcgo. Ukoliko je baza na
primer uzemljena, povecana struja BC spoja koji je u proboju oti¢i ¢e van tranzistora. Ako je
tranzistor tako povezan u kolo da se povecana inverzna struja BE spoja koja je nastala probojem
vraca nazad u bazu, ona ¢e da se pojaca i formira dodatnu kolektorsku struju. Dodatna
kolektorska struja znaci 1 viSe nosilaca naelektrisanja u sredini u kojoj je ve¢ nastao proboj, §to
¢e da rezultira samo jo§ ve¢im lavinskim efektom. Zbog toga je probojni napon izmedu kolektora
i emitora nizi i opisan je formulom, gde je n parametar smanjenja.

BVeeo = BVego / U8 (8.24)
8.3  Polarizacija tranzistora

Pod polarizacijom tranzistora se podrazumeva dovodenje odgovaraju¢ih jednosmernih
napona ili struja na njegove elektrode, koje ¢e ga postaviti u zeljeni radni rezim. Za aktivni rezim
je potrebno da se emitorski spoj polarise direktno a kolektorski spoj inverzno, a da se pri tome
MRT nalazi na mestu koje je optimalno po nekom unapred zadatom Kriterijumu.

Da bi mogle da se primene tehnike razradene u prethodnim poglavljima, a kako je
bipolarni tranzistor komponenta sa tri prikljucka, potrebno je jedan od prikljucaka definisati kao
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zajednicki. U zavisnosti od toga koji se prikljucak tretira kao zajednicki razlikuju se tri
konfiguracije:

e sa zajedni¢kim emitorom (ZE);
e sa zajedni¢kom bazom (ZB);

e sa zajedni¢kim kolektorom (ZC).

Principijelni prikaz sve tri konfiguracije je dat na slici 8.11

i
c
O ZE €O
I :
1"
O O
iE iC

Slika 8.11. Bipolarni tranzistor u konfiguraciji sa zajedni¢kim emitorom, sa zajedni¢kom bazom i sa
zajedni¢kim kolektorom.

8.3.1 Stati¢ke karakteristike tranzistora

Analiticka polarizacija tranzistora pri zanemarenom Erlijevom efektu, zanemarenom
zavisnoscu koeficijenta strujnog pojacanja od kolektorske struje, itd, moguca je samo
aproksimativno i korisna je za kvalitativnu analizu i sintezu pojacavackih kola, §to ¢e biti
prikazano u tekstu koji sledi. Sa druge strane kada je potrebna preciznija polarizacija tada je
moguc¢e numeri¢ko odredivanje MRT reSavanjem sistema nelinearnih jednacina i upotrebom
slozenih modela koji ukljucuju sve efekte. Kako je za razlicite varijante tranzistora, pogotovu
kad su integrisane tehnologije u pitanju, potrebno koristiti izuzetno slozene modele, daleko
jednostavniji postupak polarizacije se sprovodi graficki na osnovu jednosmernih karakteristika
tranzistora, a koje se lako i eksperimentalno odreduju ili su dostupne kao kataloski podatak
proizvodaca.
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U slucaju konfiguracije sa zajedni¢kim kolektorom, tranzistorsko kolo se ponasa kao
jedini¢ni naponski bafer, nema moguénost odlaska u zasi¢enje i poseduje visoku linearnost zbog
maksimalne interne negativne povratne sprege. Polarizacija u takvoj konfiguraciji nije kriti¢na i
analiticki metodi su sasvim dovoljni. Preostale dve konfiguracije su izrazito nelinearne i za
pravilno postavljanje MRT analiticki metodi nisu dovoljno precizni.

U ZE i ZB konfiguracijama struja kolektora nosi izlaznu informaciju, dok se bazni i
emitorski prikljuéci mogu koristiti za kontrolu struje kolektora. Najpogodniji nadin opisa
tranzistora preko statiCkih dijagrama jeste kada se zajednicki priklju¢ak uzemlji, a drugi
kontrolni prikljucak se pobuduje strujnom ili naponskom pobudom. Pri tome se stanje treceg
prikljucka koristi kao parametar. Postoje 3 vrste statickih karakteristika koje su od interesa za
projektovanje tranzistorskog pojacavaca:

e Jednosmerna (staticka) ulazna karakteristika koja graficki prikazuje vezu izmedu ulaznog
napona i struje, pri ¢emu Se jedna od izlaznih veli¢ina moze Koristiti kao parametar. Koristi
se za pozicioniranje MRT i odredivanje parametra r.

e Jednosmerna (staticka) izlazna karakteristika koja graficki prikazuje vezu izmedu izlaznog
napona i struje, pri ¢emu je jedna od ulaznih veli¢ina moze koristiti kao parametar. Koristi se
za pozicioniranje MRT i odredivanje r.

e Jednosmerna (staticka) prenosna karakteristika koja graficki prikazuje vezu izmedu jedne
ulazne i jedne izlazne veli€ine, pri ¢emu je jedna od preostalih veli¢ina moze koristiti kao
parametar. Koristi se za odredivanje pojacanja.

U slucaju ZE ulazna karakteristika 1, = f,(V5:) ista je kao eksponencijalna zavisnost
struje diode od napona na diodi tako da se razmatranja iz tog dela poglavlja odnose i na ovaj
slucaj.

Na slici 8.12 je prikazana Sema za eksperimentalno odredivanje prenosne karakteristike
koja definise zavisnost kolektorske struje 1. = f (V) jednog tranzistora, kada se Vce tretira
kao parametar. Na slici 8.13 je prikazan primer jedne takve karakteristike za 3 vrednosti napona
VcE.

Slika 8.12 Principska $ema za odredivanje stati¢ke karakteristike Ic(Vgg).
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Slika 8.13 zavisnosti kolektorske struje od napona na Vgg, tranzistora 2N2222 za tri vrednosti napona Vcg:
a) 20V, b) 10 V, i ¢) 1V. Grafici su dobijeni PSpice simulacijom detaljnog modela tranzistora 2N2222 prema
Semi sa slike 8.12

Na slici 8.14 je prikazana Sema za eksperimentalno odredivanje zavisnosti kolektorske
struje od napona Vce kada se i bazna struja tretira kao parametar. Na slici 8.15 je prikazan primer
jedne takve karakteristike za nekoliko vrednosti baznih struja. U ovom slucaju prikazane
karakteristike obuhvataju pored Erlijevog efekta i uticaj kolektorske struje na koeficijent strujnog

pojacanja.

Slika 8.14 Principska Sema za odredivanje staticke karakteristike 1c(Vcg) pri konstantnoj struji baze

A
30 lc [MA] 's

lpe > lpg>lpa>lpy > 1
B5 B4 B3 B2 Bl 20- ;

0 10 20 30 40 50
VCE[\/]

Slika 8.15 Primer stati¢ka izlazne karakteristike Ic(Vcg) sa strujom baze kao parametrom
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Slika 8.16 Principska $ema kola za odredivanje zavisnosti I1c(Vcg) pri konstantnoj struji emitora
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Slika 8.17 Stati¢ka karakteristika Ic(Vcg) sa strujom emitora kao parametrom.

Na slici 8.16. prikazana je konfiguracija u spoju sa zajednickom bazom i strujnim
izvorom u emitoru. Dok je tranzistor u direktnom aktivom rezimu, struja kolektora je jednaka

l. = Pe I, (8.25)
1+ 5

pa ¢e promena napona Vcg u opsegu u kome tranzistor radi u direktnom aktivnom rezimu

prouzrokovati zanemarljivu promenu struje kolektora. Na slici 8.17 je prikazana familija krivih

l. = (V) gde je struja emitora parametar.

8.3.2 Podesavanje MRT. Odredivanje parametara za mali signal.

Na slici 8.18 prikazano je elementarno pojacavacko kolo naponski invertor sa NPN
tranzistorom u spoju sa ZE. Jednosmerni radni uslovi mogu da se aproksimativno odrede
upotrebom unapred usvojenih vrednosti za napon izmedu baze 1 emitora, kao i1 za koeficijent
strujnog pojacanja fB. Ako se usvoji da je vrednost napona provodnog BE spoja
Vge = 0.7 V, koeficijenta strujnog pojacanja 250, a Erlijev efekat zanemari, slede¢e razmatranje
definisace jednosmernu prenosnu karakteristiku v; (vg) 1 parametre jednosmernog rezima.
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Slika 8.18 Polarizacija naponskog invertora. U elektri¢nim Semama elektronskih kola je uobi¢ajeno da se
zbog jednostavnosti ne crta baterija Vcc.

Tranzistor je u rezimu zakoc¢enja kada je v <V, pri ¢emu je V, napon izmedu baze i

emitora nakon koga vrednost struje kolektora naglo pocinje da raste. Taj napon se naziva
prekidni napon i na sobnoj temperaturi iznosi oko 0.5 V. Aproksimativno moze da se smatra da

je v; <Vg =0.7 V sve dok je struja baze jednaka nuli. Tada je i struja kolektora jednaka nuli a
napon na izlazu je jednak naponu napajanja:

s =0=i. =0=>v, =V_.. (8.26)

Kada je struja baze veca od nule tada se usvaja da je napon izmedu baze i kolektora
jednak Vgg, pa se i struja baze moze lako odrediti:

iy (vg) = o —ee ;/BE , (8.27)
B

Ukoliko je i napon vce > Vegs tada je tranzistor u aktivnom rezimu i vazi da je i, = f-iz, na

osnovu ¢ega se dobija izlazni napon:

v, -V
Vi (V) =Vee —Relie =Vee = SR == (8.28)

RB
Uvecavanje napona Vg dovesée do smanjivanja napona na izlazu, a kako je napon na
izlazu jednak naponu vcg, nhjegovo opadanje ispod vrednosti Vcgs prevescée tranzistor u rezim
zasi¢enja. Dalje povecanje napona Vg prema usvojenom modelu tranzistora u zasi¢enju nece
uticati na napon vce pa samim tim ni na izlazni napon. Na slici 8.19 nacrtana je karakteristika
definisana izrazom 8.28. Vrednost ulaznog napona vg; pri kome tranzistor prelazi iz aktivnog

reZima u rezim zasicenja dobija se reSavanjem jednacine V, (Vg;) =Vgs

, Vg, —V
Vees =V, (Vor) =Vee —Rele =Vee = BRe % (8.29)
B
Resavanjem jednacine 8.29 dobija se
Ve =V V,
Vg, = Ry =—E+V,. ® Ry, ==~ +V,;.. (8.30)
4 R.S
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Slika 8.19 Jednosmerna prenosna karakteristika kola sa slike 8.18

Iako je osnovna pojacavacka funkcija kola predvidena za rezim malih signala,
jednosmerna prenosna Kkarakteristika daje sliku o nekim bitnim karakteristikama kola. Nagib
karakteristike sa slike, a samim tim i jednosmernog pojacanja, odreden je polozajem Vg;: Sto je
Vg1 blize koordinatnom sistemu, to je pojacanje vece, pa ¢e male varijacije parametara kola
prouzrokovati velike varijacije struje kolektora i napona na izlazu. Dakle jednosmerno pojacanje
treba da bude §to je moguée manje, a to se postize velikom baznom otpornoscu.

Jednacina radne prave, u koordinatnom sistemu (Vcg, I¢c), definisana je izrazom:

k:—!£+!£ (8.31)

R R
Jedan od empirijskih kriterijuma odabira pozicije MRT jeste da napon izmedu kolektora i
emitora u mirnoj radnoj tacki Vcegg bude na sredini izmedu napona vce Koji se dobijaju kada je
tranzistor na granicama neaktivnih rezima:

e kada je tranzistor na granici koc¢enja Vcgmax = Vec ;
e kada je tranzistor na ivici zasi¢enja Vcemin = VcEs -

Tada je

V + Ve
Voo = —CEme2e8m 2V /2. (8.32)

Ako je jedan od ¢lanova proizvoda Rc lcq unapred definisan, drugi se dobija iz jednacine
Vee = Releo =Veeo- (8.33)
Neka je zadato da je Ico = 1 mA, tada je vrednost otpornosti Rc = 6 kQ. Struja baze u MRT je
lgo =leo /=4 HA (8.34)

Neka je sad zadato da je Vg1 = 75% Vcc =9 V. Koris¢enjem jednacine 8.29 dobija se da
je
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R, ="le_¢ SR, =1037 kQ. (8.35)

CcC
Vrednost jednosmernog napona polarizacije dobija se iz jednacine

M—I =V, =Rglgy +Vee =(4.15+0.7) V=485V (8.36)
RB — 'BQ GQ — '‘B'BQ BE — ) ) - :

IzraCunate vrednosti otpornosti i polarizacionog napona Vo kada se povezu u kolo sa
slike 8.18 dace MRT Q = (Vcg, lco) = (5.54 V, 1.08 mA), sto je u granicama od 10% tolerancije
u odnosu na zadate vrednosti.

Ukoliko se koriste staticke karakteristike tranzistora, tada je moguce pronaci vrednosti za
Isg | Veeg na osnovu kojih ¢e se preciznije odrediti MRT. Na slici 8.20 data je izlazna
karakteristika upotrebljenog tranzistora I, = f (V) u Kojoj je ucrtana i MRT.

Vee [V]

Slika 8.20: izlazna karakteristika upotrebljenog tranzistora I. = f (V) u kojoj je ucrtana i MRT.

Na osnovu slike 8.20 moze da se proceni da je vrednost struje baze u MRT jednaka
IBQ ~3.6 },lA.

611, WAl

4 (770,3.6)

VBE [mv]
700 730 770 800

Slika 8.21: Procena lgg
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Na slici 8.21 data je ulazna karakteristika upotrebljenog tranzistora 1, = f (Vg). Na

osnovu prethodno dobijene vrednosti za lgg ~ 3.6 pA, moze se rekonstruisati vrednost
VBEQ ~0.77 V.
Ako se dobijena vrednost za Vggg uvrsti u jednacinu 8.35, tada ce se dobiti vrednost

baznog otpornika R; ~1030 k<., dok se zamenom vrednosti lgg =~ 3.6 pA u jednacinu 8.36
dobija modifikovana vrednost V., ~ 4.85 V.

Modifikovane vrednosti otpornika i polarizacionog napona Vgq kada se povezu u kolo sa
slike 8.18 da¢e MRT Q = (VCE, ICQ) = (600 V, 1.00 mA).

8.3.3 Podesavanje MRT sa jednom baterijom za napajanje i stabilizacija MRT

U praksi se izbegava napajanje sa dve baterije, pa je potrebno i bazno kolo napajati iz iste
baterije kao i kolektor. To se standardno izvodi razdelnikom napona, slika 8.22 a):

VCC

Slika 8.22 Polarizacija npn tranzistora za rad u aktivnom reZimu

Primenom Tevenenove teoreme na ulazno kolo, koje se sastoji od baterije V.. i otpornika
Rs, 1 Ry, , lako se dobija:

R R..R
Vcc¢’ RB :Rm” RBZ =_—FbL B2

V.. =
= Re1 + Re, Res + Re,

(8.37)

¢ime se kolo za polarizaciju svodi na ve¢ analizirani slucaj sa dve baterije.

Za pozicioniranje MRT klju¢ne su jednacine 8.34 i 8.35, jer se njima definiSe bazna
struja, koja preko parametra f definiSe i kolektorsku struju a samim tim i MRT. Nave§¢emo dva
razloga zbog kojih polarizacija tranzistora baznom strujom nije pouzdana.

e Parametar $ nije precizan i medu tranzistorima istog tipa moze znatno da odstupa od

tipi¢ne vrednosti ¢ak i preko +25%.

e U prethodnom razmatranju smo videli da uticaj preciznosti napona Vge moze da bude
znaCajan, jer se bazna struja racuna direktno preko njega. S obzirom da je napon Vge
temperaturno promenljiv sa koeficijentom od -2.05mV/'C, bife temperaturno
promenljiva i bazna struja, a samim tim ¢e i MRT biti temperaturno nestabilna.

Iz navedenih razloga polarizacija strujom emitora je znatno bolja opcija, jer je uvek
ispunjeno da je a = 1.

8.18



Na slici 8.22 b): prikazana je Sema u kojoj je stabilizacija MRT realizovana
postavljanjem otpornika u emitor. Emitorska struja u MRT je pojacana bazna struja, na osnovu
¢ega se moze dobiti napon na emitoru u MRT:

leo = @a+ ﬂ)IBQ =V, = 1+ ﬂ)IBQRE (8.38)
Sada su bazna i emitorska struja date sa

_ VGQ _VBEQ _VEQ _ VGQ _VBEQ - (1"',5) I BQ RE _ VGQ _VBEQ

= RB RB - RB+(1+ﬂ)RE ’

(8.39)

V., -V V., -V
ICQ :ﬂIBQ :ﬂ = i =

R,+A+A)R. R

~

BEQ (8.40)

Dakle u definisanju struje kolektora u MRT ne ucestvuje koeficijent £, a temperaturna varijacija
napona Veeg moze lako da se relativizuje pogodnim izborom vrednosti Vgo.

Alternativa stabilizaciji mirne radne tacke otpornikom u emitoru je polarizacija strujnim
izvorom u emitorskom kolu, $to je prikazano na slici 8.22 ¢). U ovom slucaju lcg = a - Ip Sto je
automatski stabilno.

8.4  Osnovna pojacavacka kola sa jednim tranzistorom

S obzirom da se kod bipolarnog tranzistora struja kolektora moZe kontrolisati promenom
struje baze, odnosno promenom napona baza-emitor, bipolarni tranzistor moze posluziti kao
pojacavac signala. PoSto se promenljivi ulazni signal uvek mora dovesti izmedu baze i emitora, a
izlaz se moze uzeti bilo sa kolektora bilo sa emitora, zavisno od toga koja je od elektroda
tranzistora na konstantnom potencijalu, razlikuju se tri osnovne konfiguracije: pojacavac sa
zajednickim emitorom, pojacavac sa zajednickim kolektorom | pojacavac sa zajednickom bazom.

U daljem tekstu ¢e biti analizirane sve tri konfiguracije u reZimu rada sa malim signalima
1 bi¢e odredene njihove osnovne karakteristike: naponsko pojacanje, strujno pojacanje, ulazna
otpornost i izlazna otpornost. Princip analize ¢e uvek biti isti. Tranzistor ¢e biti zamenjen
modelom za male signale, kratko spojice se jednosmerni naponski izvori, formirace se i resiti
jednacine koje opisuju kolo i na kraju ¢e biti nadeni odgovarajuc¢i odnosi.

84.1 Pojacavac sa zajednickim emitorom
Pojacavac sa zajednickim (uzemljenim) emitorom prikazan je na slici 8.23. u dve moguce
varijante: sa Cg — o i sa Cg = 0. Pri tome Cg — o ima smisao da je kondenzator kratak spoj za

AC signale ali i dalje otvorena veza za DC signale. Vidi se da je pobuda priklju¢ena izmedu baze
I mase, a da se izlazni napon ra¢una izmedu kolektora i mase.
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Slika 8.23 Pojacavac sa zajedni¢kim emitorom.

Ako je Ce = 0 i posle zamene ulaznog kola po Tevenenovoj teoremi, zamene tranzistora

hibridnim = modelom za male signale i eliminacije jednosmernih izvora, dobija se kolo
prikazano na slici 8.24 a).

Slika 8.24 a) Ekvivalentno kolo pojacavaca sa zajednickim emitorom; b) odredivanje izlazne otpornosti; )
odredivanje ulazne otpornosti.

Emitorska struja je poja¢ana bazna struja pa je potencijal emitora jednak:
L, =1+, =V, =1+ iR (8.41)

Na osnovu toga je moguce odrediti 1 baznu struju

9

I, =

Vg Ve _ Yy -1+ A)iR: i v

__ % 8.42
r r "+ (1+ PR, (8.42)

odakle direktno sleduje izlazni napon

_ Ri-_papagi - PR
v, =—-R.i, =-R.fi, (1 AR v, (8.43)

Dakle pojacanje za mali signal ovakvog pojacavaca je dato sa

PR

& =YY, r +(+p)R.

(8.44)

Aproksimacija koja nikad ne unosi bitnu gresku glasi
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R R R
a = BRe vo— e OnRc (8.45)
ﬂ/gm+(1+:B)RE l/gm+RE 1+ngE
Ulazna i izlazna otpornost pojacavaca se dobijaju pomocu Sema na slici 8.24: b) i c).
Ocigledno je da je izlazna otpornost R; = R., dok se ulazna otpornost ra¢una kao

r,=v, /i, =(r, + @+ B)Re )| Ry (8.46)

u t

pri ¢emu je ispunjeno da je

. VA v
=i+, i,=—,ii,=—"'— 8.47
t t1 t2 t2 RB t1 r” + (l+ ﬂ) RE ( )

Strujno pojacanje pojacavaca sa zajednickim emitorom je:

PR 1
i 9
ai :.I_i: Vi /r| — r/z' +(1+ﬁ)RE RC :_ﬂ RB (848)
ooy, A r+1+ AR + Ry

(r.+@+B)R:)IIR;

Kada kondenzator Ce — o, otpornik Rg je kratko spojen i u prethodnim formulama
umesto njega treba staviti nulu. U tom slu¢aju dobijaju se sledece karakteristike:

RB
r+R,

T

aV:_ngC'ru:rzz' ” RB’ri:RC iai:_ﬁ (8-49)

Dakle, kada kondenzator Ce — oo, pojacavac sa zajednickim emitorom moze imati veliko
naponsko i strujno pojacanje, ulazna otpornost mu nije velika, dok je izlazna otpornost odredena
vrednoscu otpornosti u kolu kolektora i obicno ima veliku vrednost. Naponsko pojacanje je
negativno S§to zna¢i da u sluc¢aju naizmeni¢nog pobudnog napona pojacavac sa zajednickim
emitorom unosi faznu razliku od 180° izmedu ulaznog i izlaznog signala, odnosno obrée fazu.

Primer: P8.1

Dat je pojacava¢ sa zajednickim emitorom kod koga je Cg = 0. Poznato je:
B =100, Vo =12V, R, =1kQ, R, =250 Q, Vy ~0.75V, Ry, Ry, =100 kQ, C, =0, v, =2 mV.

a) Odrediti struju kolektora i izlazni napon u MRT.
b) odrediti pojacanje i1 ulaznu otpornost za mali signal.

Resenje:

a) Struja kolektora i izlazni napon u MRT:

leo = Bleg =ﬂﬁ=1005'—25=7mp\
Ry + 1+ B)R: 50k + 25k

Vi =Vee = Relgg =12-7 =5V, Vg = Relgg =175V

Q=
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Parametri tranzistora za mali signal:
On = leo /Vy ® TMA/25mV =0.28 S

r =419, =360Q

b) ulazna otprnost i pojacanje:
r, =(r, + (L+ B)Re ) | R, = 25kQ2 || 50kQ = 16.666KQ,

_ PR o
&= r +@+p)R.

8.4.2 Pojacavac sa zajedni¢kim kolektorom

Kod pojacavaca sa zajedni¢kim (uzemljenim) kolektorom, Koji je prikazan na slici 8.25,
kolektor je vezan direktno na bateriju za napajanje, odnosno vezan je na masu za promenljivi
signal. Pobuda je priklju¢ena izmedu baze i kolektora (mase), a izlazni napon se uzima izmedu
emitora i kolektora (mase).

Slika 8.25 Pojac¢avac sa zajedni¢kim kolektorom

Ekvivalentno kolo pojacavaca sa zajedni¢kim kolektorom dobija se na isti na¢in kao kod
pojacavaca sa zajedni¢kim emitorom i prikazano je na slici 8.26. Emitorska struja je pojacana
bazna struja, pa je potencijal emitora jednak:

I, =1+ )i, =V, =1+ P)i,R: (8.50)

Na osnovu toga je moguce odrediti i baznu struju

v,-v, Vv, —(1+p)iR v
i, =——"=-" @+ A, R — (8.51)
r r r +1+ /)R
odakle direktno sleduje izlazni napon:
v =R, = (L4 B)iR, =0T ARe | GuRe (8.52)

r+1+p)R. ¢ 1+g.R. °

Stoga je naponsko pojacanje za mali signal ovakvog pojacavaca dato sa:
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(8.53)

Slika 8.26: a) Ekvivalentno kolo pojacavaca sa zajednickim kolektorom; b) raCunanje izlazne otpornosti

Sa slike 8.26 a) se moze odrediti i ulazna otpornost koja jednaka kao u slucaju ZE
pojacavaca kod koga je Cg = 0:

rL=(r,+0+A)R:)IIR; (8.54)

Izlazna otpornost se odreduje sa slike 8.26 b). Struja koju predaje test generator iznosi
L =i, —1, = fi, =i, — 1+ P, (8.55)

Pri tome je i, =V, /Rg, i, =—V, /T,. Sada moze da se kompletira struja test generatora i ona
iznosi

L=V\/Re+@+p)/r)=Vv,Q1/R.+0,)=V,/r, (8.56)
Proizilazi da je
= (857)
[ Re Un

odakle se moze zakljuciti da izlazna otpornost pojacavaca sa zajednickim kolektorom moze da
bude vrlo mala.

Dakle, pojacavac sa zajednickim kolektorom ima naponsko pojacanje manje od jedan,
veliku ulaznu otpornost i malu izlaznu otpornost. Naponsko poja¢anje je pozitivno, odnosno,
pojacavac sa zajedni¢kim kolektorom ne obrée fazu.

8.4.3 Pojacavac sa zajedniCkom bazom
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Kod pojacavaca sa zajednickom (uzemljenom) bazom, koji je prikazan na slici 8.27, baza
je vezana na konstantan napon iz razdelnika napona, odnosno vezana je na masu za promenljivi
signal. Pobuda je priklju¢ena izmedu emitora i baze (mase), a izlazni napon se uzima izmedu
kolektora i baze (mase).

—> 00
+
§ Re,
R Vg

Slika 8.27 Pojac¢avac sa zajedni¢ckom bazom.

Ekvivalentno kolo pojacavaca sa zajedniCkom bazom dobija se na isti nacin kao kod
pojacavaca sa zajednickim emitorom i prikazano je na slici 8.28.

Slika 8.28 Ekvivalentno kolo za mali signal poja¢avaca sa zajedni¢ckom bazom

Sa slike 8.28 se posle kraceg izracunavanja dobija naponsko pojacanje pojacavaca sa
zajednickom bazom:

Vg
) ta,=g.Re (8.58)
Vi =_Rcic :_chmvbe =_chm(_vg)

Vi :_Rci =_RCﬂib :_ﬂRC[

Ocigledno je da je izlazna otpornost jednaka Rc a da je ulazna otpornost jednaka izlaznoj
otpornosti ZC pojacavaca.

Mala ulazna otpornost je osobina koja ne odgovara naponskoj pobudi, ve¢ je pogodna za
strujnu pobudu. Stoga je ZB pojacavac koristan kao strujni pojacavac¢. Ukoliko bi vazilo da je
Re >> 1/gn §to se lako da ostvariti, strujno pojacanje bi tada iznosilo

a=L —gn1 (8.59)
F+1
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odnosno, blisko je, ali manje od jedan. Iz tog razloga se ovakav pojacavac zove i strujni bafer.

Dakle, pojatava¢ sa zajednickom bazom ima veliko naponsko i jedini¢no strujno
pojacanje, ulazna otpornost mu je vrlo mala, dok je izlazna otpornost odredena vrednoséu
otpornika u kolu kolektora i obi¢no ima veliku vrednost. Naponsko pojacanje je pozitivno,
odnosno, pojacavac sa zajednickom bazom ne obrée fazu.

8.4.4 Pojacavaci sa PNP tranzistorima

Na slici 8.29 prikazan je elektri¢ni simbol, model PNP tranzistora, model za veliki signal, kao i
rezimi rada.

E
V
V . ECS
. EB(*-F vig + E Veas -
iy ' T . .
= . EC1IBo— —o C |B<— C
[
ve ig >0,Vee >Vigs Ig >0,V <V #0.2V
Elektri¢ni Veg <V, =15 =0{| v, =V, ~06V, i. =pi; | Ve =Vess <08V, ic < i,
simbol Zakocenije Aktivan Zasicenje

Slika 8.29 Elektri¢ni simbol, model PNP tranzistora, model za veliki signal, kao i rezimi rada

Model PNP tranzistora za mali signal izvodi se na isti na¢in kao model NPN tranzistora.
Na slici 8.30 a) prikazan je model PNP tranzistora za mali signal direktno izveden iz modela za
veliki signal, dok je na slici b) i ¢) prikazan ekvivalentni model unificiran sa modelom za mali
signal NPN tranzistora. Unifikacija onogucuje da se obe vreste tranzistora tretiraju na isti nacin:
e r;jeuvek izmedu BiE,
Kontrolisan izvor je uvek usmeren od C ka E,
ree je uvek izmedju Ci E,
Ie = ip + I, Sa sSmerovima kao na slici 8.30 b),c).

Slika 8.30: Model PNP tranzistora za mali signal: a) direktno izveden iz modela za veliki signal; b),c) model
sa prilagodenim referentnim smerovima identi¢can modelu NPN tranzistora za mali signal

Osnovne pojacavacke sprege se izvode na isti naCin kao u slu¢aju NPN tranzistora,
polarizacija se radi na isti nacin, a i parametri pojacavaca za mali signal su isti. Na slici 8.31
prikazan je ZE pojacavac polarizovan otpornikom u emitoru a) i polarizovan strujnim izvorom u
emitoru b). U oba slucaja pojacanje, ulazna i izlazna otpornost su dati izrazima 8.49.
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Slika 8.31: Sema ZE pojatavada sa PNP tranzistorom: a) polarizacija sa otprnikom u emmitoru; b)
polarizacija sa strujnim izvorom u emitoru.
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9 MOS tranzistor (MOSFET)

Pored bipolarnog tranzistora, u savremenoj elektronici se koristi jo§ jedan tip tranzistora,
poznat kao MOSFET tranzistor. Skracenica MOSFET (Metal Oxide Semiconductor Field Effect
Transistor) ukratko opisuje strukturu i princip rada ovog tipa tranzistora. Za razliku od
bipolarnog tranzistora, kontrolna elektroda je kod MOS tranzistora izolovana, a kontrola struje se
vr$i elektricnim poljem. Kao posledica ove Cinjenice, struja se sastoji samo od jednog tipa
nosilaca (elektrona kod NMOS tranzistora ili Supljina kod PMOS tranzistora), tako da se ovaj tip
tranzistora ¢esto naziva i unipolarni tranzistor.

Princip rada MOS tranzistora opisan je jo§ 1930. godine, znatno pre pojave bipolarnih
tranzistora, ali je zbog teskoc¢a u realizaciji prvi MOS tranzistor eksperimentalno realizovan tek
sredinom sedme decenije dvadesetog veka, a krajem te decenije ulaze u $iru upotrebu. Zbog
svojih osnovnih osobina da imaju jednostavnu strukturu i male dimenzije, MOS tranzistori su
postali dominantni u realizaciji digitalnih logic¢kih funkcija i memorija, ali se sve vise koriste i u
realizaciji analognih elektronskih kola.

9.1 Struktura i simboli MOS tranzistora

Uproséena struktura jedne varijante NMOS tranzistora je prikazana na slici 9.1, gde je na
levoj strani prazan poprecni presek kroz NMOS tranzistor, a na desnoj strani pogled odozgo na
isti tranzistor. Kao $to se vidi, u ovoj varijanti NMOS tranzistor se realizuje na podlozi (osnovi,
supstratu) p tipa, u kojoj su postupkom difuzije napravljena dva jako dopirana n* regiona, koji se
nazivaju sors (source) i drejn (drain). Povrsina izmedu sorsa i drejna je prekrivena tankim slojem
(20-100 nm) silicijum dioksida (SiO;), preko koga je nanesen sloj metala, koji ¢ini trecu,
kontrolnu elektrodu, koja se naziva gejt (gate). Cetvrta elektroda povezana je za osnovu i zove se
baza. Da bi se ostvarila veza sa ostatkom elektri¢nog kola, podru¢ja sorsa i drejna, kao i podloga,
imaju metalne kontakte. Dakle, MOS tranzistor ima Cetiri elektrode. Medutim, u osnovnim
aplikacijama osnova je kratko spojena sa sorsom, tako da ¢emo u daljim izlaganjima MOS
tranzistor tretirati kao poluprovodnicki element sa tri elektrode. Interesantno je, za razliku od
bipolarnog tranzistora, da je struktura MOS tranzistora potpuno simetri¢na i da asimetriju pravi
jedino spajanje sorsa i osnove, odnosno da je sors ona elektroda koja je spojena sa osnovom.

Gejt (G)
Sors (S) T Metal Drejn (D)

Sors (S) Gejt (G) Drejn (D)

L

Oksid

Osnova p tipa

l Baza (B)

Slika 9.1: Struktura NMOS tranzistora.
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Dimenzije MOS tranzistora su veoma male. Kod diskretnih signalnih tranzistora tipi¢ne
vrednosti rastojanja sorsa i drejna, L, su od 1 do 10 um, dok su tipi¢ne vrednosti Sirine istog
podrucja, W, od 2 do 500 um. U savremenim integrisanim kolima velike sloZenosti, kao $to su
mikroprocesori i memorije, minimalne dimenzije su daleko ispod 1 pm, $to omogucava
realizaciju viSe miliona tranzistora na jednoj silicijumskoj podlozi (Cipu).

Pored NMOS tranzistora, koji je prikazan na slici 9.1, postoji jos jedan tip MOS
tranzistora, poznat kao PMOS tranzistor. On se realizuje na podlozi n tipa, dok su podruéja sorsa
i drejna jako dopirani p* regioni. Simboli NMOS i PMOS tranzistora koji se koriste u
elektricnim Semama prikazani su na slici 9.2.

|
D | S
vip : ::‘HS
6 —] b | 6 —]
o ' i
|
Ve >0, S ¥ :"SG>8’ plv'
| Vg >
Vps >0 P
D+ | S .
Iy | +IS
el 1 e
S | 1
S | D“D
|
|
D [ S
|
|
L3 HEES
|
S I D

Slika 9.2: Potpuni i upros$ceni elektri¢ni simboli NMOS i PMOS tranzistora sa ispravnom polarizacijom.
Interna struktura tranzistora je takva da se izmedu drejna i sorsa nalazi dioda koja se podrazumeva kao deo
tranzistora i ne crta se. Ako je polarizacija ispravna interna dioda je inverzno polarizovana i ne uti¢e na rad

tranzistora

9.2  Princip rada NMOS tranzistora

Kada na gejt nije prikljucen nikakav napon, izmedu sorsa 1 drejna su vezane dve diode na
red. Jednu diodu &ine osnova i n* oblast sorsa, a drugu diodu osnova i n* oblast drejna. Ove dve
diode sprecavaju protok struje od drejna do sorsa kada se primeni napon V. Izmedu sorsa i

drejna postoji velika otpornost, reda 10* Q.

Pretpostavimo sada da su sors i drejn vezani na masu, a da je na gejt doveden pozitivan
napon Vg . Ovaj pozitivni napon odbija Supljine, koje su vecinski nosioci u podlozi, dalje od
podrucja ispod gejta i ostavlja nepokretne, negativno naelektrisane akceptorske atome. Dakle,
ispod gejta se stvara oblast u kojoj ima malo pokretnih nosilaca, koja se naziva osiromasena
oblast.

Medutim, dovoljno veliki pozitivni napon na gejtu moze da privuce slobodne elektrone iz
n" oblasti sorsa i drejna. Ovi slobodni elektroni se grupisu u podlozi neposredno ispod gejta i
stvaraju provodnu n oblast koja se naziva kanal. Ako se izmedu drejna i sorsa primeni neki
napon V., kroz kanal ¢e proteci struja. Dakle, pozitivan napon na gejtu izaziva stvaranje ili
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indukciju kanala, tako da se ova vrsta MOS tranzistora naziva tranzistor sa indukovanim n
kanalom. S obzirom da su slobodni nosioci u kanalu elektroni, ovaj tranzistor se naziva i NMOS
tranzistor sa indukovanim kanalom. Takode, treba primetiti da se celokupna struja sastoji od
kretanja elektrona, a da Supljine nemaju nikakav uticaj. Zbog toga $to u formiranju struje
ucestvuje samo jedan tip nosilaca (suprotan od tipa podloge), ovakvi tranzistori se nazivaju i
unipolarni tranzistori.

Minimalni napon izmedu gejta i sorsa koji obezbeduje formiranje kanala naziva se napon
praga provodenja i obelezava sa V,. Vrednosti ovog napona zavise od proizvodnog procesa i
tipi¢no se u slucaju diskretnih tranzistora nalaze u opseguod 1V do 3V,

Metalna elektroda gejta, oksid izmedu gejta i osnove i osnova formiraju kondenzator.
Kada se dovede napon na gejt, u dielektriku kondenzatora se pojavljuje elektri¢no polje. To
elektricno polje kontrolise broj slobodnih nosilaca u kanalu, odnosno provodnost kanala. Zato se
MOS tranzistori svrstavaju u grupu tranzistora sa efektom polja, jer se elektriénim poljem
reguliSe struja kroz kanal kada se primeni napon V.

9.2.1 Ponasanje NMOS tranzistora pri malim naponima Vpg

Pretpostavimo da je izmedu gejta i sorsa doveden napon Vg >V,, tako da je formiran
indukovani kanal, kao i da je izmedu drejna i sorsa primenjen mali pozitivan napon Vv reda

stotinak mV, slika 9.3 a). Dubina kanala ¢e zbog toga da bude priblizno ravnomerna. Kroz
indukovani kanal ¢e se kretati elektroni od sorsa ka drejnu, odnosno kroz kanal ¢e proticati struja
¢iji je smer od drejna ka sorsu. Smer ove struje pokazuje strelica u upros¢enom simbolu NMOS
tranzistora. JaCina struje zavisi od broja slobodnih nosilaca u kanalu, §to zavisi od dubine kanala.
Dubina kanala zavisi od razlike v —V, - $to je potencijal gejta ve¢i kanal je dublji, ima vise
nosilaca, tj manju otpornost. Dakle, struja drejna i, bi¢e proporcionalna naponu Vg —V, i
naponu V. Struja sorsa je jednaka struji drejna, s obzirom da je struja gejta jednaka nuli jer je
gejt izolovana elektroda.

Dakle, u rezimu malih napona drejn-sors, NMOS tranzistor radi kao otpornik cija se
otpornost moze kontrolisati naponom na gejtu, sto je ilustrovano slikom 9.3 b).

V, <V, A

v 0<Vps <<V -V, |
S G D D
VGSl <VGSZ
Plitak
P~ kanal
L
- Ves2
V, <V,
tooes 0 <Vpg <<Vgg, =V,
S G D Vest
Vest <Ves2 \ >
Dubok Vs <<Vgs =V,
p- kanal
L
= a) b)

Slika 9.3. NMOS tranzistor u omskoj oblasti

Ako se napon vps poveca do¢i ¢e do poremecaja u ravnomernosti dubine kanala, Sto ¢e
dovesti do toga da je otpornost kanala nelinearno zavisi od napona Vps i Vgs. Detaljnijim
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razmatranjem fizickih pojava u kanalu moze se izvesti jednacina zavisnosti struje i, 0d napona

Vgs | Vg, Sto izlazi izvan okvira ove knjige. Kao krajnji rezultat se dobija jednacina:

. B
b = E[Z(VGS —Vi)Vos _VI238:| (9.1)

pri ¢emu je B=xC W/L Dakle, struja drejna zavisi od fizickih konstanti, parametara
tehnoloskog procesa, geometrijskih dimenzija tranzistora i primenjenih napona Vg 1 Vg .

Fizicke konstante:
4, - pokretljivost negativnih nosilaca - elektrona; u slu¢aju PMOS tranzistora

pokretljivost pozitvnih nosilaca - Supljina se obelezava sa u,, u, < i,

e C, - kapacitivnost gejta po jedinici povrSine

Parametri tehnoloskog procesa:
e Napon praga V,

geometrijske dimenzija tranzistora:
e W —girina gejta (kanala)
e L —duzina gejta (kanala)

Oblast rada NMOS tranzistora u rezimu malih napona V. naziva se omska oblast (jer se

MOS tranzistor ponasa kao otpornik) ili triodna oblast (po sli¢nosti karakteristika sa davno
koris¢enom elektronskom cevi triodom).

9.2.2 Ponasanje NMOS tranzistora pri ve¢im naponima Vpg

Neka je vgs —V, Konstantno. Pri ve¢im naponima Vg, napon izmedu gejta i sorsa nece
biti jednak naponu izmedu gejta i drejna. Zbog toga ¢e se napon izmedu gejta i kanala menjati od
Vg Na strani sorsa do Vg, =Vg —Vps na strani drejna. Posto dubina kanala zavisi od ovog
napona, na strani sorsa kanal ¢e prodirati dublje u podlogu, a na strani drejna kanal ¢e biti plici.
Sa porastom napona Vg struja drejna raste prema formuli 9.1, ali i smanjenje dubine kanala na

strani drejna postaje sve vece. Kada se napon Vg izjednaci sa naponom Vg —V, u okolini drejna

prestaje da vazi uslov za formiranje kanala, pa se dubina kanala u okolini drejna priblizno svede
na nulu, odnosno kaze se da je kanal stisnut, slika 9.4 Daljim povecanjem vrednosti napona Vg

iznad vy —V, oblik kanala se skoro ne menja, tako da se struja drejna zaustavlja na nekoj

vrednosti, odnosno, kaze se da je doslo do zasicenja struje drejna. Povecanje napona vgs, a da je
pri tome kanal i dalje stisnut na strani drejna, dovesc¢e do Sirenja kanala na strani sorsa i vecoj
prose¢noj dubini kanala, slika 9.4 §to ¢e dovesti do vece struje drejna, ali ta struja i dalje nece
zavisiti od napona vps. Dakle, kroz komponentu protice struja koja ne zavisi od razlike
potencijala na krajevima komponente, $to znaci da se radi o strujnom izvoru, u ovom sluéaju
kontrolisanom naponom vgs.

Oblast rada NMOS tranzistora u rezimu vecih napona Vg >V —V, naziva se oblast

zasi¢enja. Struja drejna u rezimu zasi¢enja se moze dobiti iz prethodne jednacine za struju u
triodnoj oblasti ako $to se izvr$i smena Vg =V —V,, ¢ime se dobija:

9.4



i) = g (Vgs —V,)? 9.2)

Na slici 9.5 su date staticke izlazne karakteristike NMOS tranzistora koje ilustruju
zavisnost struje drejna od napona Vps pri razli¢itim vrednostima napona Vgs.

t GS1
Vt
Vas: <Ves2
p- p-
— u — e
L L
Slika 9.4.
Ip[mA]
Vos =Vos-Vr | Vgs =12V
zasicenj
3 | triodn e
a Vgs =11V
oblast

Vgs =10V

Vgs =9V

Vgs =8V

Vgs =7V

Vgs =5V

A , , , »Vps[V]
0 10 20 30 40 e

Slika 9.5 Izlazne karakteristike NMOS tranzistora.

9.3  PMOS tranzistor i komplementarni MOS (CMOS)

MOS tranzistor sa p kanalom se pravi na podlozi n tipa sa p* oblastima za sors i drejn.
Princip rada mu je potpuno isti kao kod NMOS tranzistora, jedino se polaritet svih napona i
struja razlikuje. Dakle, naponi v, Vps 1V, Su negativni, a struja drejna i, ima smer prema
sorsu i izlazi iz drejna. U izrazima za struju umesto pokretljivosti elektrona g, figurise
pokretljivost Supljina s, .

Tehnologija izrade PMOS tranzistora je starija od tehnologije izrade NMOS tranzistora i
nekada je bila dominantna. Medutim, danas su dominantni NMOS tranzistori. Razlog za to su
njihove bolje karakteristike. PoSto je pokretljivost elektrona g, oko 2.5 puta veca od
pokretljivosti Supljina, struja NMOS tranzistora je oko 2.5 veca pri istim uslovima od struje istog
PMOS tranzistora. Zbog toga NMOS tranzistori mogu biti manji i raditi sa manjim naponima
napajanja. Pa ipak, PMOS tranzistori se jo§ uvek koriste kao diskretni tranzistori, a u
integrisanim kolima u okviru komplementarnih MOS ili CMOS kola.

Komplementarna MOS ili CMOS kola sadrze tranzistore oba tipa na istoj osnovi. U
tehnologiji sa osnovom p tipa NMOS tranzistor se realizuje direktno na osnovi, dok se PMOS
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tranzistor realizuje u posebno napravljenoj n oblasti, koja predstavlja njegovu osnovu, slika 9.6.
Oba tranzistora su medusobno izolovana debelim slojem oksida. lako su komplikovanija za
proizvodnju od NMOS kola, CMOS kola su najkorisnija savremena MOS kola i koriste se u

realizaciji i digitalnih i analognih kola.
B '

n-tip

NMOS PMOS

T
K{ b

Podloga ptipa

S0,

+

p

Slika 9.6: Struktura CMOS kola.

9.4  Model NMOS tranzistora za velike signale

Kao §to je objasnjeno u prethodnim odeljcima, zavisno od napona na elektrodama MOS
tranzistor se moze naci u tri rezima rada: zakocenju, triodnoj oblasti i zasi¢enju. U ovom odeljku
¢e malo detaljnije biti razmatrani uslovi rada u sve tri pobrojane oblasti i bi¢e izvedeni
odgovarajuci ekvivalentni elektricni modeli NMOS tranzistora za velike signale.

9.4.1  NMOS tranzistor u zakoc¢enju

NMOS tranzistor je zakoCen kada nema uslova za formiranje kanala. Dakle, da bi
tranzistor bio zakocen, treba da bude Vg <V,. Tada izmedu drejna i sorsa, umesto kanala,

postoje dve diode od kojih je uvek jedna inverzno polarisana. Posto je otpornost izmedu sorsa i
drejna reda 10 Q, a gejt je izolovan, moZe se smatrati da se ceo MOS tranzistor moZe zameniti
otvorenim vezama.

94.2 NMOS tranzistor u triodnoj oblasti

Kada je napon na gejtu dovoljno veliki za formiranje kanala, Vs >V,, a napon izmedu
sorsa i drejna dovoljno mali, vy <V —V,, NMOS tranzistor radi u triodnoj oblasti. U jednacini
za struju drejna:

. B
b = E[Z(VGS —Vi)Vps _VI238:| (9.3)

se za male napone Vv, na primer pri 5vpg <V —V,, Moze zanemariti kvadratni ¢lan, ¢ime se
formula 9.3 svodi na oblik:

ip & B(Vgs —Vi)Vos (9.4)
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Dakle, u triodnoj oblasti se NMOS tranzistor ponasa kao otpornik, ¢ija vrednost zavisi od
kontrolnog napona Vg

_Vos 1 (9.5)
iD B(VGS _Vt)

Ova osobina MOS tranzistora se Cesto koristi u elektronskim kolima za realizaciju
programabilnih naponski kontrolisanih otpornika.

943 NMOS tranzistor u zasi¢enju

Kada je napon na gejtu dovoljno veliki za formiranje kanala, Vs >V,, a napon izmedu
sorsa i drejna dovoljno veliki, vy >V —V,, NMOS tranzistor radi u oblasti zasi¢enja. Jednacina

za struju drejna:
. B
b = E (VGS _Vt)2 (9-6)

pokazuje da se NMOS tranzistor u oblasti zasi¢enja moZe predstaviti kao idealni zavisni strujni
izvor kontrolisan naponom v .

944 Erlijev efekat

Erlijev efekat kod MOS tranzistora u oblasti zasi¢enja dovodi do toga da struja drejna
raste sa porastom napona vps. Efekat nastaje kao posledica pomeranja prema sorsu tacke u kojoj
je kanal stisnut, slika 9.7. Kada je napon vps = Vgs— Vi kraj kanala ¢e biti stisnut i efektivna
duzina kanala L; bic¢e jednaka geometrijskoj duzini kanala. Kada je vps > vps — V; stisnuti kraj
kanala ¢e se pomeriti prema sorsu i efektivna duzina kanala L, bi¢e manja od L

Slika 9.7: Erlijev efekat u NMOS tranzistoru

Efektivna duzina skrac¢enog kanala dobija se korekcijom duzine kanala preko parametra A:

Ly =L/ (1+2-Vps ). 9.7)

Na osnovu toga korigovana jednacina za struju drejna NMOS tranzistora u zasi¢enju glasi:

C. W C. W
o = (Vo W) (1 2vos ) = 02 T (Vs W) (14 A %), (99)
Lur 2 L
odnosno:
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I :%(VGS V) (1+ AV ). (9.9)

Iako je Erlijev efekat kod MOS tranzistora kriti¢niji nego u slucaju bipolarnih tranzistora,
u prvoj aproksimaciji MOS pojacavackih kola on se zanemaruje. U nastavku knjige, osim
ukoliko se ne naglasi suprotno, Erlijev efekat ¢e se zanemarivati, tj. podrazumeva se da je A = 0.

945 Ekvivalentna Sema modela za veliki signal NMOS tranzistora
Iz prethodnih razmatranja proizilazi da se NMOS tranzistor u moze predstaviti kao kontrolisani

zavisni strujni izvor, slika 9.8, ¢ija struja zavisi od nekoliko parametara kao i reZima rada, §to je
dato skupom formula 9.10.

oo D

a= f(VGS’VDS)
[, - - O

B B
a= E(VGS V) (14 A Vpg ) E(VGS V)", Vs >V, Vs Vs -V, (9.10)

B

EI:Z(VGS _Vt)VDS _VDSZ:I » Vas > Vi Vps <Vgs =V,

9.5  Model NMOS tranzistora za male signale

Kao i kod bipolarnog tranzistora, model MOS tranzistora se moze dobiti koriS¢enjem
pretpostavke da se pobudni signal moze razloziti na dve komponente: konstantnu, koja odreduje
radnu tacku, i promenljivu, koja predstavlja signal koji treba pojacati. Svi naponi i struje u kolu
se onda mogu razloZiti na konstantne 1 promenljive komponente. Sa konstantnim komponentama
se operise koriS¢enjem modela za velike signale, a za odredivanje promenljivih komponenata se
koristi model za male signale.

Da bi se NMOS tranzistor koristio kao pojac¢avac, njegova radna tacka mora biti u oblasti
zasi¢enja. Dakle, za odredivanje radne tacke tranzistora u kolu sa slike 9.9 moze se pretpostaviti
da je promenljivi signal jednak nuli, v, =0, i napisati sistem jednacina za jednosmerni reZim:

. B
Ip = E(Ves -V’ (9.11)
Vp =V — Ryl (9.12)
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Slika 9.9: Osnovno pojacavacko kolo sa NMOS tranzistorom.

Zatim se pretpostavi da postoji i promenljivi signal v, odnosno da je ukupna pobuda:

VGS :VGS + Vgs (913)

koja daje ukupnu struju drejna:
i ——B(V +V —V)Z——B[(\/ V)2 +2(Vg - V)V +v2} (9.14)
D~ 2 GS gs t - 2 GS t GS t/Vgs gs :

Prvi ¢lan u ovoj jednacini odgovara konstantnoj struji drejna u MRT. Drugi ¢lan
predstavlja komponentu struje koja je direktno proporcionalna promenljivom delu pobudnog
napona, i1 koji je koristan sa glediSta pojacanja. Treci ¢lan je srazmeran kvadratu promenljivog
dela pobudnog napona i predstavlja nepozeljan efekat, tzv. nelinearna izobli¢enja. Da bi se
nelinearna izobli¢enja smanjila, potrebno je da promenljivi pobudni signal bude dovoljno mali:

Vg <<2(Vgs —V,) (9.15)
1 tada se ukupna struja drejna moze napisati u obliku:
. . B 2
Ip = lp+ly = E(VGS V)" + B(Vgs —Vi)Vy (9.16)
Dakle, NMOS tranzistor se za male signale moZe modelovati idealnim strujnim izvorom

zavisnim od napona, $to je prikazano na slici 9.6. Parametar g, , koji povezuje signale iy i v,
naziva se transkonduktansa MOSFET-a i definisan je izrazom:

i 21
On ZLZB(VGS _Vt): = :NIZBIDQ (9.17)
Vgs VGS _Vt
G D
O T O
Vgs I @ gmvgs
o S o

Slika 9.10: Model NMOS tranzistora za male signale.
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Interesantno je primetiti da su modeli za male signale bipolarnog tranzistora i NMOS
tranzistora sli¢ni. Jedna od razlika je Sto u modelu bipolarnog tranzistora u ulaznom delu kola

figurise otpornost r_, koje nema u modelu MOS tranzistora. Zbog toga ¢e ulazna otpornost kola

sa MOS tranzistorom, gledano sa strane gejta, uvek biti mnogo vecéa nego kod kola sa bipolarnim
tranzistorom. Druga razlika se odnosi na vrednost transkonduktanse g, , koja je pri istoj struji

znatno veca kod bipolarnog tranzistora za sli¢ne dimenzije i ostale parametre. Na primer, ako je
I, =1mA, Vs -V, =1V, onda je za bipolarni tranzistor g, ~40 mA/V, a za NMOS tranzistor

g, 2 mA/V.

Ukoliko je potrebno modelovati i Erlijev efekat, tada se paralelno strujnom izvoru dodaje
I otpornik rgs koji se dobija diferenciranjem jednacine 9.11:

1 1 1
ds = A -
Oi, 1 ov B 2 Al
D7D o Vs }“E(VGS -V,) P

(9.18)

Model za mali signal sa uklju¢enim Erlijevim efektom dat je na slici 9.11

G * D
gmvgs

Vgs rds

o—— S o

Slika 9.11: Model NMOS tranzistora za male signale sa ukljué¢enim Erlijevim efektom

Isto kao u slu¢aju bipolarnog tranzistora, kada se naglasava da se radi o elektricnim
veli¢inama u MRT, dodaje se slovo Q u indeksu.

9.6  Osnovna pojacavacka kola sa NMOS tranzistorom

Ekvivalentno bipolarnom tranzistoru gde se promenljivi signal uvek dovodi izmedu baze
i emitora, promenljivi ulazni signal kod MOS tranzistora se uvek mora dovesti izmedu elektroda
gejta i sorsa. Pri tome se izlaz moze uzeti bilo sa drejna bilo sa sorsa. Zavisno od toga koja je od
elektroda MOS tranzistora na konstantnom potencijalu, razlikuju se tri osnovne konfiguracije:
pojacavac sa zajednickim sorsom, pojacavac sa zajednickim drejnom | pojacavac sa zajednickim
gejtom.

9.6.1  Pojacavac sa zajednickim sorsom (ZS), polarizacija i pojac¢anje za mali signal
Pojacava¢ sa zajednickim (uzemljenim) sorsom, kapacitivno spregnut sa ptroSacem,
prikazan je na slici 9.11. Vidi se da je pobuda priklju¢ena izmedu gejta i sorsa (mase za mali

signal), a da se izlazni napon uzima izmedu drejna i sorsa (mase za mali signal). Na ucestanosti
malog signala kondenzatori u kolu se mogu smatrati kratkim spojevima.
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Slika 9.12: Pojacava¢ sa zajedni¢kim sorsom.

Otpornici u gejtu sluze za podeSavanje MRT, odnosno napona Vg, i struje 1,. PoSto

nema struje gejta, razdelnik napona je neopterecen, tako da ovi otpornici mogu imati znatno veée
vrednosti nego kod pojacavaca sa bipolarnim tranzistorom.

Ekvivalentno kolo koje moze da se iskoristi za DC analizu i odredivanje MRT prikazano
je naslici 9.13.

VDD

Rp il -

Rg
—o Vg

=Rge1llRg2
VGQH/\/\/_‘_{ l:

b

GQ

Slika 9.13. Sema ZS pojatavaca u mirnoj radnoj tacki

Napon na gejtu je definisan razdelnikom napona:

R
Vg, =Vgp —22— 9.19
o o Rez + RGl ( )
Kako je struja sorsa jednaka struji drejna, moguce je postaviti jednacinu
Rs 1o *+Vaso =Veo (9.20)
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U prethodnoj jednadini struja drejna se zameni izrazom za struju drejna u funkciji od napona
VGSQ:

B

V, +R E(VGSQ V) 4V,

s 0 (9.21)

sQ —

Dobijena je kvadratna jednacina ¢ijim se reSavanjem moze da odredi Vgsg. U vecini slucajeva
kvadratnu jednacinu je pogodnije reSavati po promenljivoj V, =V, —-V,: U funkciji te

promenljive kvadratna jednacCina glasi:

R, %(vGSQ V) (Veso V4 ) = (Veg —V4 ) =0, (9.22)

odnosno
R, %sz +V, -V, =0 (9.23)

gde je V, =V, —V, unapred izratunato. Kada je poznato Vy , na osnovu njega se racuna MRT:

B
ZVZ Vig =V =V — Ry

log =7 Vgo =Ryl o (9.24)

DQ;
Ukoliko je ispunjeno da je Ve, = Vo —Vy, >V tranzistor je u zasienju i moze mu se odrediti
transkonduktansa:

On =BVeso —V1) =B-V,. (9.25)

Kao i u slucaju osnovnih pojacavackih sprega sa bipolarnim tranzistorima, Sema sa slike
9.13 moze da posluzi za odredivanje MRT 1 u slucajevima ZD 1 ZG konfiguracija.

Parametri poja¢avaca za mali signal nalaze se zamenom modela tranzistora za mali signal
U Semu pojacavaca za mali signal, slika 9.14.

Slika 9.14 Model za mali signal ZS poja¢avaca

Kako je pobudni generator spojen direktno na gejt, naponsko pojacanje se dobija
direktno:

- =0,V R
a\/:i:M:_ngD' (9.26)

Vo Vo
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Ukoliko se ukloni kondenzator koji je u paraleli sa otpornikom u sorsu moduo pojacanja ¢e se
smanjiti:

ngD
=——0=_<]. 9.27
& =-7, 0R. < (9.27)

Dakle, pojacava¢ sa zajedni¢kim sorsom ima veliko naponsko pojacanje i obrée fazu. Ulazna
otpornost je Rg, a izlazna Rp.

9.6.2  Pojacavac sa zajedni¢kim drejnom (ZD)

Kod pojacavaca sa zajednickim (uzemljenim) drejnom, koji je prikazan na slici 9.15,
drejn je vezan direktno na bateriju za napajanje, odnosno vezan je na masu za promenljivi signal.
Pobuda je priklju¢ena izmedu gejta 1 drejna (mase), a izlazni napon se uzima izmedu sorsa i
drejna (mase).

Slika 9.15: Pojacava¢ sa zajedni¢kim drejnom.

Posle zamene MOS tranzistora modelom za male signale i kra¢eg izraCunavanja dobija se
1zraz za naponsko pojacanje:

a =i ORs 4 (9.28)
v, 1+9,Rs

9

Vidi se da pojacavac sa zajedni¢kim drejnom ima priblizno jedini¢no naponsko pojacanje
i ne obrée fazu. Ulazna otpornost je Rg, dok se za izlaznu otpornost lako dobija:

=R |Ii=—RS (9.29)

gm 1+ ngS

0dnosno, izlazna otpornost pojacavaca sa zajednickim drejnom je mala.

9.6.3  Pojacavac sa zajedni¢kim gejtom (ZG)

Kod pojacavaca sa zajednickim (uzemljenim) gejtom, koji je prikazan na slici 9.16, gejt
je vezan na konstantan napon iz razdelnika napona, odnosno vezan je na masu za promenljivi
signal. Pobuda je prikljuena izmedu sorsa 1 gejta (mase), a izlazni napon se uzima izmedu
drejna i gejta (mase).
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Slika 9.16: Pojacava¢ sa zajedni¢kim gejtom.

Kako je za mali signal gejt na masi, a sors je direktno povezan na pobudu, napon vgs je
jednak naponu pobudnog generatora vgs = — Vg pa je naponsko pojacanje jednako

 —0.V_R -0. (-v,)R
ay:i: ImVes D _ O ( 9) D:ngD (9.30)

Ve Vo Vg

Izlazna otpornost je jednaka Rp dok je ulazna otpornost jednaka izlaznoj otpornosti ZD
pojacavaca. Dakle, pojacavac sa zajednickim drejnom ima naponsko pojacanje veée od jedinice
i ne obrée fazu, dok mu je ulazna otpornost mala.

Sli¢no kao u sluc¢aju ZB pojacavaca, ako je Rs >> 1/gn i ako je pobuda strujna, strujno
pojacanje ovog pojacavaca je jednako jedinici i on moze da se koristi kao strujni bafer.
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10 SloZena pojacavacka kola

Ako posmatramo pojacavac¢ sa zajednickim sorsom Vidimo da je njegovo naponsko
pojacanje znatno manje od pojacanja pojacavaca sa zajednickim emitorom. To je posledica
¢injenice da je transkonduktansa MOS tranzistora znatno manja od transkonduktanse bipolarnog
tranzistora. Da bi se povecalo naponsko pojacanje, trebalo bi povecati vrednost otpornika R; .
Medutim, ako napon napajanja ostane isti, poveéanje otpornosti R, izazvace smanjenje struje
I, i smanjenje transkonduktanse g,,. Dakle, pojacanje ¢e se samo malo povecati sa povecanjem
otpornosti R, . Sli¢na je situacija i kod pojacavaca sa zajednickim emitorom, ali se kod njega
ipak moze realizovati nesto vece pojacanje.

Postoji jo§ jedan nedostatak opisanih pojaavaca sa MOS tranzistorima kada se
pojacavacka kola realizuju u tehnologiji integrisanih kola. Dimenzije integrisanih otpornike su
nekoliko puta, pa ¢ak i nekoliko desetina puta, vece od dimenzija MOS tranzistora. Prema tome,
upotreba otpornika smanjuje broj komponenata koje se mogu realizovati na zadatoj povrsini.

Tre¢i nedostatak svih opisanih konfiguracija sa jednim tranzistorom je S$to se koriste
kondenzatori za spregu sa pobudnim izvorom kao i sa narednim pojacavackim stepenom. Oni su
neophodni da se ne bi poremetila radna tacka tranzistora prikljucivanjem pobude ili narednog
stepena. Takvi kondenzatori treba da budu velike kapacitivnosti da ne bi slabili signale na niskim
ucestanostima. U realizacijama sa diskretnim komponentama, ovi kondenzatori ne predstavljaju
problem. Medutim, u integrisanoj tehnologiji nije moguce realizovati kondenzatore velikog
kapaciteta na silicijumskoj plo€ici, pa se mora traziti neko alternativno reSenje.

Navedeni razlozi doveli su do razvoja novih kola, koja treba da imaju veliko pojacanje uz
istovremeno malo zauzece povrSine integrisanih kola. Takva kola sadrze samo tranzistore i
dominantna su u savremenoj tehnologiji MOS integrisanih kola. Osnovna ideja je da se otpornik
zameni sa strukturom koja sadrzi jedan ili viSe tranzistora. Takva struktura treba da obezbedi
veliku dinamicku otpornost, uz istovremeno zadrzavanje radne tacke pojacavackog tranzistora.

10.1  Strujni izvori

Realizacije pojacavaca u integrisanoj tehnologiji intenzivno koriste strujne izvore. Jedna
jednostavna realizacija strujnog izvora poznata pod nazivom strujno ogledalo je pokazana na
slici 10.1 a).

Voo
g é R
IDll
T1 j }__{ l_: =
N >

Slika 10.1: a) Strujno ogledalo sa NMOS tranzistorima. b) model za mali signal

Posto je kod tranzistora T; drejn spojen sa gejtom, tranzistor T; mora biti u rezimu
zasicenja, Jer je Vo =Vgs > Vg —V, . Struja kroz tranzistor T, (referentna struja) iznosi:
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B Vo =V, Voo =V,
IDl:?1(VGS _Vt)ZZIR: DDR == DDR = (10.1)

Jednacina moze da se transformiSe da bude u funkciji promenljive V, =V -V, . Tada kvadratna
jednacina glasi:

B
R?l(VGS —V,)* + (Vs =V, )= (Voo =V, ) =0, (10.2)
odnosno
R%VXZ +V, -V, =0 (10.3)

gde je V, =V, —V, unapred izracunato. Kada je poznato Vy , na osnovu njega se racuna

referentna struja:
log = %v; (10.4)

Za tranzistor T, vazi da je

B
Io = ID2 = 72(\/68 _Vt)2 (10-5)

Posto tranzistori Tq 1 T2 imaju isti napon V , koli¢nik izlazne i referentne struje iznosi

o B, _ W, /L,
B, B Wl/Ll (105

0 _
e

Odnos 1,/1; se naziva strujno pojacanje strujnog izvora.
Dakle, izborom referentne struje 1, i postavljanjem radne tacke prvog tranzistora da

obezbedi tu struju, moze se obezbediti Zeljena izlazna struja podeSavanjem geometrijskih
dimenzija oba tranzistora. Ako su tranzistori identi¢ni, onda je 1, = I, pa je ovakvo kolo dobilo

naziv strujno ogledalo.

Da bi se opisano kolo ponasalo kao strujni izvor, neophodno je da tranzistor T, radi u
zasi¢enju, ¢ime je obezbedena velika izlazna otpornost. Dakle, kolo na koje se prikljucuje strujni
izvor mora obezbediti minimalni napon na drejnu drugog tranzistora:

Vb2 2Vgs =V, (10.7)

Ako se zanemari Erlijev efekat kolo je strujno ogledalo i za mali i za veliki signal. U
slucaju da Erlijev efekat ne moZe da se zanemari, strujni izvor u strujnom ogledalu ima izlaznu
otpornost rgs, slika 10.1 b).

Na jedan referentni tranzistor T, se moze vezati vise razliCitih tranzistora Ty, To, ..., ¢ime
se moze dobiti viSe razli¢itih konstantnih struja u istom kolu. Takode, upotrebom PMOS
tranzistora, moze se ostvariti izlazna struja suprotnog smera. Oba ova principa su ilustrovana na
slici 10.2.
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Slika 10.2: Strujni izvori sa NMOS i PMOS tranzistorima.
Za kolo na slici 10.2 lako se mogu napisati jednacine:
=1 Welbe (10.8)
W/l
I3:IRW3/L3 =1, (10.9)
W, /L,
—1 WS/LS - Ws/l—s WS/LS (10.10)

’ 4W4/L4 " Wl/Ll W4/L4

koje daju odnose struja strujnih izvora i referentne struje.

10.2 Pojacavac sa dinamickim (aktivnim) opterecenjem

Strujni izvori, opisani u prethodnom odeljku, se mogu korisno upotrebiti za realizaciju
pojacavafa sa velim pojaanjem nego $to se moze ostvariti konfiguracijama sa otpornim
opterecenjem. Naime, strujni izvori daju konstantnu jednosmernu struju, kojom se moze podesiti
pogodna radna taCka pojaCavaCkog tranzistora. S druge strane, strujni izvori imaju veliku
(teorijski beskonac¢nu) izlaznu otpornost, ¢ime simuliraju veliko optere¢enje pojacavackog
tranzistora. Ako je pojacavacki tranzistor NMOS tipa onda strujni izvor, koji treba da zameni
otpornik u kolu drejna, mora da daje struju i mora biti realizovan sa PMOS tranzistorima.
Kompletna Sema pojaavaca sa zajednickim sorsom i strujnim izvorom kao dinamickim
opterec¢enjem je prikazana na slici 10.3.
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Slika 10.3: Pojacava¢ sa zajedni¢kim sorsom u CMOS tehnologiji i model pojac¢avaca za mali signal.

Upotrebom modela tranzistora za mali signal u kome je uklju¢en Erlijev efekat,
smatrajué¢i da su parametri A isti kod NMOS i PMOS tranzistora, za naponsko pojacanje
pojacavaca sa zajedni¢kim sorsom sa slike 10.3 dobija se tacniji izraz:

/ B 1 / B
&, & =G (Tos1 1 Tos2) = = mz:— Z'VA (10.11)

gde je V, =1/1 napon koji odreduje nagib krive iy = f(vy), kao Sto je to bio slucaj kod
bipolarnog tranzistora slika 8.15. Isti princip se moze iskoristiti i za poboljSanje karakteristika
konfiguracija sa zajedni¢kim gejtom ili drejnom.

10.3 Diferencijalni pojac¢avac

Diferencijalni pojacavac je jedno od najkorisnijih pojac¢avackih kola. U osnovnoj verziji
se sastoji od dva tranzistora (bipolarna ili MOS), dva otpornika i strujnog izvora. U sloZenijim
verzijama, sa boljim karakteristikama, otpornici su zamenjeni strujnim izvorima. Osnovno kolo
diferencijalnog pojacavaca sa bipolarnim tranzistorima je prikazano na slici 10.4.

Slika 10.4: Osnovno kolo diferencijalnog peja¢avaca sa bipolarnim tranzistorima.

Za kolo na slici 10.4 se mogu napisati jednacine za emitorske struje oba tranzistora:
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= | elueM (10.12)

IEl

| etez el (10.13)

IE2

iz kojih se lako dobijaju njihov odnos i zbir:

iE_l = gVe1~va2)Vy (1014)
IE2
i, i, = | (10.15)
odakle sledi:
. |
IEl = 1+ e(VBZ_VBl)NT (1016)

iE2 :W (1017)

Pojacanje diferencijalnog pojacavaca za male signale se dobija kada se na kolo primeni
mali diferencijalni napon v, = v, —V;,. Onda se za kolektorske struje oba tranzistora dobija:

Vv
al| 1+ -9
o _al ale"”” ( 2VTj _
c1~ gy qVg/2V. —vgl2vy "~ -
1+e ™ e T +e
14 Yo |yl Yo (10.18)
2V, 2V,
=a_|+a_lv_d=|c+gmv_d
2 2V 2 2
. al al  al v, v
i = 2 d_ | _qg -9 10.19
© 14e™ 2 2,2 € In 3 (10.19)
pa su naponi na kolektorima tranzistora:
Vv
Ver = (Vcc -Re Ic) -0, Re ?d =Vei +Vy (10.20)
Vv
Veo = (Vcc -Re Ic) +09,Re ?d =Veo Ve (10.21)

Za diferencijalni pojacava¢ se mogu definisati dve vrste pojacanja. Jedno je

diferencijalno pojacanje, ¢iji je definicioni izraz:

~a =2 o g R, (10.22)

a drugo je pojacanje srednje vrednosti definisano izrazom:
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— Ve _ch
S
Vg1 1 Ve,
2

~0 (10.23)

u slu¢aju kada je kolo potpuno simetri¢no i naponi na ulazima jednaki. Ako postoji mala razlika
izmedu otpornika u kolu kolektora, pojacanje srednje vrednosti bice razlicito od nule:

gde je R izlazna otpornost strujnog izvora koja je vrlo velika. Zato je pojacanje srednje vrednosti
uvek malo.
U opstem slucaju je:

v, =, (Vg, ~Vg,) +2, (%J (10.25)

Diferencijalna ulazna otpornost za mali signal je 2r,, dok je diferencijalna izlazna
otpornost 2Rc, a jednostruka samo Rc.

Diferencijalni pojacava¢ sa MOS tranzistorima bi se mogao realizovati na isti nacin kao
na slici 10.4 zamenom bipolarnih tranzistora NMOS tranzistorima. Medutim, zbog toga Sto
otpornici u kolu drejna ne smeju da budu veliki zbog obezbedenja dovoljne jednosmerne struje
drejna, kao i1 zbog toga Sto je transkonduktansa MOS tranzistora znatno manja od
transkonduktanse bipolarnih tranzistora, pojacanje takvog diferencijalnog pojacavaca bilo bi
suvise malo, a njegova realizacija u integrisanoj tehnici neefikasna zbog koris¢enja otpornika.
Zato se u integrisanoj tehnici uvek primenjuje neSto sloZenija realizacija diferencijalnog
pojacavaca sa strujnim izvorima kao dinamickim optere¢enjem pojacavackih tranzistora, koja je
prikazana na slici 10.5.

A

Slika 10.5: Diferencijalni pojacavac sa MOS tranzistorima.
Rad kola diferencijalnog pojaavata sa MOS tranzistorima moze se u potpunosti

objasniti analogijama sa kolom sa bipolarnim tranzistorima. Neka su svi tranzistori istog tipa
identi¢ni. Promenljivi deo struje drejna tranzistora T; dat je izrazom:

i=g, ‘%d (10.26)
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Posto je za svaki tranzistor u diferencijalnom paru struja u mirnoj radnoj tacki:

I
l,=-=2 10.27
0= (1027)
onda je:
g, = l (10.28)
VGS Vt
pa je izlazni napon dat izrazom:
Vi = 2i(rps; | Tosa) (10.29)
Ako je:
\Y
Mgy = Moy =1, = —2 (10.30)
DS2 DS4 |0/2
izlazni napon postaje:
N Vv
V. =2i2=ir =g -Yr 10.31
1 2 o gm 2 0] ( )
pa je naponsko pojacanje:
a=Vi_gLl__Va (10.32)

Vud " E VGS _Vt

Sa savremenim MOS tranzistorima se moze posti¢i naponsko pojacanje od 20 do 100. Jos
vece pojacanje se moze dobiti ako se umesto prostog strujnog izvora za dinamicko (aktivno)
opterecenje upotrebe sloZeniji strujni izvori koji imaju ve¢u dinamicku otpornost. Ocigledno je
da je ulazna otpornost MOS diferencijalnog pojacavaca beskonacna, ali 1 da je izlazna vrlo velika
pa kad se diferencijalni pojacava¢ koristi kao naponski pojacava¢, potrebno je baferisanje
njegovog naponskog izlaza drugim pojacavacem sa beskona¢nom ulaznom otpornoscu.

10.4  Strujni izvori i aktivna optere¢enja u bipolarnoj tehnologiji

Strujno ogledalo sa bipolarnim tranzistorima se realizuje na isti nacin kao sa MOS
tranzistorima. Na slici 10.6 prikazano je prosto struno ogledalo sa NPN tranzistorima.
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Slika 10.6: Prosto struno ogledalo sa NPN tranzistorima

Tranzistor Q; radi u aktivnom rezimu jer je Vcg = 0.7 V > Vces. Referentna struja se lako
dobija:

iy = (Vo —Vee )/ R (10.33)

Ako su tranzistori identi¢nih karakteristika $to je moguce kad su u integrisanom kolu,
jednakost napona na baza-emitor spoju znacice i jednakost kolektorskih struja:

Vegr = Vg, = ic1 = icz = ic (10.34)

Referentna struja koja obezbeduje kolektorsku struju za Q;, dodatno je opterecena i sa
dve bazne struje, $to je ilustrovano na slici 10.6. Na osnovu | Kirhofovog zakona vazice:

ir =ic +2ig =i (1+2/ p)

o i . _ (10.35)
p =i =—=—~=i(1-2/ p) =i

0 C 1+2/ﬂ R( ﬂ) R

Za f = 100 odstupanje izlazne struje od referentne je oko 2%. I u ovom slucaju strujno
ogledalo je strujno kontrolisani strujni izvor sve dok tranzistor Q, radi u aktivnom rezimu,
odnosno sve dok je njegov napon Vce > Vces. Izlazna otpornost za mali signal strujnog izvora je
ree, koja je, zbog veéeg Erlijevog napona, za red veli¢ine veéa nego Sto je rgs kod MOS
tranzistora sli¢ne geometrije. Model strujnog ogledala za mali signal je prikazan na slici 10.7.

1-i

r

1/g, e

_r— ¢
Slika 10.7:Model strujnog ogledala sa bipolarnim tranzistorima za mali signal

Ukoliko odstupanje od 2% izmedu referentne struje i zadate struje nije prihvatljivo,
dodavanjem jo$ jednog tranzistora u kolo odstupanje moZe da se smanji dodatnih S puta, §to je
prikazano na slici 10.8.
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Slika 10.8: Strujno ogledalo sa poboljSanim preslikavanjem referentne struje

U ovom slucaju tranzistor Qs direktno iz napajanja obezbeduje dve bazne struje za tranzistore Q
I Q2, dok je referentna struja dodatno optereCena samo sa baznom strujom tranzistora Qs:

. 2i .
g = ic +ﬁzlc(1+2/ﬂ2) (10.36)

Na osnovu toga je izlazna struja jednaka

. i .
= R 10.37
© 1+2/p* % ( )

Vidi se da je u ovom slucaju, za f = 100, odstupanje izlazne struje od referentne oko 0.02%,

Kao i u sluc¢aju MOS strujnih ogledala, ogledalo sa suprotnim smerom struje u odnosu na
ogledalo sa slike 10.6 realizuje se sa PNP tranzistorima. Ukoliko je potreban sklop koji

istovremeno generise struju u oba smera, a da je pri tom referentna struja zajednicka, mogucée je
iskoristiti kolo sa slike 10.9.

VCC
_|_

Q,

_Vcc

Slika 10.9: Dvostruko strujno ogledalo
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I u bipolarnoj tehnologiji se strujna ogleda mogu Kkoristiti kao dinamicko (aktivno)
opterecenje, ali 1 za konverziju diferencijalnog izlaznog signala u jednostruki. Na slici 10.10 je
prikazan diferencijalni pojacavac sa aktivnim optere¢enjem u bipolarnoj tehnologiji.

Slika 10.10: Diferencijalni pojacavac sa aktivnim opterecenjem

Posto strujno ogledalo preslikava kolektorsku struju tranzistora Q; u kolektorsku struju
tranzistora Q4 kroz granu prema potroSacu teci ¢e razlika = ic;—icp. Primetimo da se radi o
ukupnom signalu 1 da bi u slu¢aju MOS tehnologije bio znak jednakosti.

Ako se posmatra jednosmerna komponenta napona na potrosacu, ona ¢e biti posledica
nesimetrije strujnog ogledala. Za slucaj da je f = 100, struje lcgz i lco1 Su jednake lo/2 dok ¢e
struja lcos preslikati struju lco: sa greskom od 2%:

lp = legs =g, =0.981 o — 1o, =—-0.021,/2=~1,/100 (10.38)
Sleduje da je izlazni napon u MRT jednak
Vig = —Rp-1,/100, (10.39)

a njegova vrednost mora biti takva da su tranzistori Q. i Q4 u aktivnom rezimimu. Sto se tice
malog signala pobudni generatori su u protivfazi pa ¢e do¢i do sabiranja signala struje tranzistora
Q1 1 Q2 tako da je neidealnost strujnog ogledala zanemariva. Vazi da je

ip = icl - ic2 = OmVoer ~ ImVie2 = 9 (Vbel _Vbez) =0n (Vgl _ng) =0nVy (1040)

Vidi se da je diferencijalni pojacava¢ sa aktivnim optere¢enjem, pod uslovom da je
Erlijev efekat zanemariv, naponski kontrolisani strujni izvor za mali signal, sa diferencijalnim
ulazom i jednostrukim izlazom sa pojacanjem gpn.

Napon na potroSacu zavisi od vrednosti potroSaca:

Vv, =1,R, =g,Rpv, (10.41)

pa je naponsko pojacanje zavisno od potrosaca i jednako je
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a,=9g.R, (10.42)

Ukoliko Rp — Erlijev efekat mora da se uzme u obzir. Identicno kao u slucaju
pojacavaca sa MOS tranzistorima, tada je pojacanje a, =g,r.. /2, pod uslovom da svi tranzistori
imaju isti Erlijev napon.

Opisana strujna ogledala, kada se koriste kao strujni izvori, mogu pod odredenim
uslovima da pokazu niz nedostataka. Mozda i najbitniji nedostatak opisanih strujnih ogledala,
naro¢ito u MOS tehnologiji, moZe u pojedinim situacijama biti mala izlazna otpornost. U
integrisanoj tehnologiji taj nedostatak se otklanja slozenijim konstrukcijama od kojih su
najpoznatije Kaskodno, Vidlarovo i Vilsonovo strujno ogledalo. Analiza izlazne otpornosti
takvih konstrukcija je relativno jednostavna ali prevazilazi okvire kurseva kojima je ova knjiga
namenjena i lako se moze naéi u dostupnoj udzbeni¢koj i tehnickoj literaturi. Bitno je
napomenuti da strujna ogledala, isto kao i diferencijalni pojacavaci, imaju smisla u integrisanoj
tehnologiji gde je obezbedena uparenost, i samo u izuzetnim slucajevima diskretna realizacija
moze biti od Koristi.

Drugi oc¢igledan nedostatak se vise moze pripisati kolima za generisanje referentne struje,
nego samim strujnim ogledalima. Kao §to je pokazano, referentna struja direktno zavisi od
napona napajanja, sto onemogucava efektivnu upotrebljivost ovako realizovanih strujnih izvora u
savremenim pojacavackim kolima &ije se dozvoljeno napajanje specificira u granicama koje
mogu da variraju i preko = 50%. Na primer, ako je promena napona napajanja 50%, u slucaju
bipolarnog strujnog ogledala promena referentne struje ¢e biti 50%.

Slika 10.11. Jednostavan samoreferencirajuéi struni izvor

Na slici 10.11. prikazan je jednostavan samoreferiSuci Strujni izvor ¢ija izlazna struja
zavisi od napona vgg:. lako je za preciznu analizu potrebno reSavanje sistema nelinearnih
jednacina, princip rada kola mozZe da se ilustruje i bez njihovog reSavanja. AKo se zanemare
bazne struje, izlazna struja je jednaka

iy =g, = 22 (10.43)

Sa druge strane napon vgg; logaritamski zavisi od struje kroz Qi, pri ¢emu Struja
tranzistora Q1 iznosi

oy = e _VBF'? ~Voez (10.44)

Logaritamska zavisnost napona vgg; 0d struje kroz Q; moze se prikazati u formi
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Ve =V N =V, In Vee T (10.45)
S S

Logaritamska zavisnost zna¢i da se svaka promena napona Vcc logaritmuje da bi se dobio
napon vge; 0d koga zavisi izlazna struja po formuli 10.43, sto je daleko manja osetljivost nego u
sluaju prostog strujnog ogledala. Interesantno je da se u prethodnoj formuli mogu usvojiti i
priblizne vrednosti napona Vg | Vg 1 da se pri tome nece napraviti velika greska upravo zbog
logaritmovanja!

Sto se ti¢e preciznog redenja za struje i napone u kolu, u prethodne dve jednacine 10.43 i
10.44 postoje 4 nepoznate veli¢ine, dve struje kolektora i dva napona vge, Preostale dve jednacine
su u formi 10.45 i one daju vezu izmedu struje kolektora i napona vge. Nelinearni sistem
jednacina je moguée veoma jednostavno numericki resiti, jer reSenje brzo konvergira, §to ¢emo
da ilustrujemo na slede¢em primeru:

Neka su poznati parametri kola, Is = 10 A i g = 100, V; = 26 mg , Ve =12 V,
R =10 kQ, i Ry = 350 Q. Pretpostavimo potpuno nerealno da je pad napona Vgg; | Vgez jednak
0.5 V. Ako se iskoriste jedna¢ine 10.43 i 10.44 dobijaju se struje icy =~ 1.1 mA i ic; = 1.43 mA.
Ako se upotrebi logaritamska formula i njom se odrede naponi vgg; i Vg2 dobija se

Ve, =V, I 'IC—l =V. In(1.1-10°) =V, In(1.1) +13V, In(10) ~13V, In(10) =0.78 V  (10.46)

s varijabilni deo

Sada mozemo da odredimo preciznije ig, = 2.23 MA. Na osnovu toga je ic, = 2.2 mA.
Tacno reSenje na 3 decimale je 2.202 mA. Dakle sasvim je dovoljna jedna iteracija!

Pribliznim racunanjem struje ic; i na osnovu prethodne analize, vrlo lako mozemo da
vidimo i kolika je promena struje ako se napon napajanja menja od 6 V do 18 V, jer na to utice
samo varijabilni deo u jednacini 10.46:

_V;In(0.5)

zab V: Aig, =—/——==-0.05 mA
3500
Vo In(L7 (10.47)
2218 V: Aig, =) _ 6 04 ma
350 QQ

Sto predstavlja devijaciju od oko + 2% za promenu napona napajanja od + 50%.

Ukoliko bi se otpornik R zamenio strujnim izvorom referisanim prikazanim kolom, a
struja tranzistora Q; preslikala obi¢nim strujnim ogledalom, dobilo bi se komplikovanije reSenje
ali potpuno nezavisno od promene napona napajanja, slika 10.12.

V,

-LL\_| |

EaE

Q

> /
g

Slika 10.12: Samoreferencirajuée strujno ogledalo nezavisno od napona napajanja
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10.5 ViSestepeni pojacavaci

Visestepeni pojacavaci se sastoje od kaskadne veze viSe pojacavackih celija. Glavne
svrhe kaskadnog povezivanja su postizanje vefeg poja¢anja nego $to je moguce jednim
stepenom i optimizacija ulazne i izlazne otpornosti radi maksimizacije efikasnosti (pobuda i
potrosa¢ mogu da budu i visoko otporni i niskootporni). Pri tome treba da se povede racuna o
razli¢itim aspektima dizajna viSestepenog pojacavaca, od kojih su najbitniji izbor pojacavackih
¢elija, redosled njihovog povezivanja, izbor tehnologije (BJT, MOS, dimenzije...), i polarizacija.

Postoje 3 mogucnosti medusobnog povezivanja celija, kapacitivna sprega, direktna
sprega i induktivna sprega.

Induktivna sprega je atraktivna na visokim ucestanostima i kod nje se primenjuju tehnike
polarizacije koje nisu obuhvaéene ovom knjigom. Iz tog razloga paznju ¢emo posvetiti
preostalim moguénostima

Kapacitivna sprega pojedina¢nih pojacavackih ¢elija ima slede¢e pozitivne karakteristike:

» za svaki stepen nezavisno moze da se podesi MRT za optimalno funkcionisanje celog
sistema po proizvoljnom kriterijumu

*  MRT moze da se podesi da bude na sredini jednosmerne prenosne karakteristike i tako
obezbedi maksimalnu mogucéu amplitudu signala bez odsecanja

* sve moze da se realizuje sa NPN i NMOS tranzistorima koji su generalno boljih
karakteristika nego PNP i PMOS tranzistori.

Sa druge strane, ve¢ je reCeno da kondenzatori, koji treba da predstavljaju kratku vezu za
AC signal, treba da su velikih dimenzija sto je izuzetno nepovoljno u integrisanoj tehnologiji i
moze da anulira sve prednosti.

Posto projektovanje pojacavaca prevazilazi okvire ove knjige, zadrzaCemo se na analizi.
Prilikom analize kapacitivno spregnutih pojacavaca, nezavisno za svaku celiju odreduje se MRT.
Ukoliko se zanemari Erlijev efekat svi osnovni pojacavacki stepeni, ukljucujuéi 1 diferencijalni
pojacava¢ u svim varijantama, mogu da se zamene njihovim ekvivalentom za mali signal u formi
neidelanog NKNI. Osim ZC pojacavaca sve ostale konfiguracije mogu da se zamene direktno na
osnovu parametara dobijenih iz individualne analize za MRT, dok se kod ZC pojacavaca mora
uzeti u obzir i optereCenje njegovog izlaza jer ono utice na naponsko pojacanje. Alternativa je da
se koristi kompletna Sema za mali signal. Ilustrovatemo analizu jednog ovakvog pojacavaca
slede¢im primerom.
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Primer: 10.1

Na slici 10.13 je dat dvostepeni kapacitivno spregnuti pojacavac. Za tranzistore je
poznato: NMOS V; =1V, B =1 mA/V? NPN Is= 10" Ai =100, V1 = 26 mV, Vge = 0.7V.
Odrediti naponsko pojacanje malog signala vg.

Voo = +12V4

0.4 mA

Slika 10.13: Dvostepeni kapacitivno spregnuti pojacavac

Prvi deo analize je odredivanje MRT za oba pojacavacka stepena nezavisno. U tu svrhu
koristi se Sema pojacavaca za veliki signal, slika 10.14.

Voo = +12V4 A

Rp
10kQ
Rg Rg
300 kQ

M [ Q2
Rg
R 0.4 mA 100 kQ§

Re
100 kQ

Slika 10.14. Sema za veliki signal pojatavaca sa slike 10.13.

Posto su razdvojeni, pojedinacni pojacavacki stepeni se analiziraju metodama koje su ve¢
razradene. Za ulazni stepen vazi:

Veo =6V, Vyo =12 V-10kQ-0.4 MA =8 V
(10.48)
O = [2Blpg =0.89 MS

Za drugi pojacavacki stepen vazi da je otpornost koja se vidi iz baze = - Rg $to je mnogo
vece od otpornosti razdelnika koji se nalazi u bazi. Stoga se bazna struja moze zanemariti, pa je
DC napon na bazi 6 V. Iz toga proizilazi:
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Voo =6V -0.7V =53V
| =5.3 V/100 kQ = 0.053 mA (10.49)
O = g /V; =0.053 MA/26 mV =2 mS

Drugi deo postupka je analiza za mali signal i racunanje trazene elektri¢ne velicine. Kako
su pojacavacke celije standardne, obe se mogu zameniti njihovim neidealnim NKNI
ekvivalentima, slika 10.15:

1

Slika 10.15: Ekvivalenta $ema za mali signal pojacavaca sa slike 10.13.

Prvi stepen je ZS pojacavac i njegovi parametri u ekvivalentom modelu za mali signal se
dobijaju na osnovu parametara mirne radne tacke:

r, =R;||R; =R, /2=150 k2,
a, =-0,,R, =-8.9, (10.50)
r, =R, =10 kQ.

Drugi stepen je ZC pojaCavac, §to znaCi da treba uzeti u obzir uticaj potrosaca na
pojacanje. Kada se to uradi, zakljucuje se da izlazna otpornost viSe nije bitna jer nema dodatnog
potrosaca koji bi pravio pad napona na izlaznoj otpornosti. Parametri ekvivalentnog NKNI su
sledeci:

fo = Re | Ry | (1, + L+ B)(Re [ Ro)) = Ry /2 =50 kO

10.51
a\,z — ng(RE ” RP) :095z1 ( )
1+ 9m (Re lIR:)

Kada su poznati parametri oba NKNI, a na osnovu Seme sa slike 10.15, sukcesivno se
odreduje konacna vrednost napona na potroSacu::

r2
v, =a,Vv de —-74v_,
2T Ly, T (1052)

V,=a,V,, =—7.4-0.95-v, =7v,.

Dakle, dobijeno naponsko pojacanje je 7. Na slici 10.16 dati su vremenski dijagrami pobudnog
napona i napona na potrosacu dobijeni PSpice simulacijom.
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VAN VANV AN ANV A

/A WY Y A Y A WY

\ SN NN

o NN NSNS N
/\ /\ /\ /"

/A N W

vV
o /\ Vp

oo\ /
v\ L NSNS
VAR VAR VAR VARRY

Time

—8.0mVO 5.0ms

Slika 10.16: Vremenski dijagrami pobude i odziva kola sa slike 10.13

Kada su u pitanju direktno spregnuti pojacavaci, ceo sistem je za veliki signal jedno
sloZeno jednosmerno kolo, tako da se moze govoriti o jedinstvenoj radnoj tacki za celo kolo kod
koje su sve koordinate medusobno zavisne. Jedinstvena MRT ogranicava fleksibilnost
podeSavanja parametara za svaku pojedinacnu ¢eliju, 1 pri tome je teSko podesiti da pojedinacne
radne tacke budu na sredini odgovarajuce jednosmerne prenosne karakteristike. Poseban problem
predstavlja translacija jednosmernih nivoa izmedu C¢celija, Sto se samo delimi¢no reSava
upotrebom komplementarnih tranzistora u susednim stepenima. Prednosti direktnog kaskadiranja
Su izostanak spreznih kondenzatora, kao i smanjen broj kondenzatora. Posebna prednost je
kompaktna realizacija jer se ista polarizacija moze iskoristiti za susedne stepene.

Prilikom analize direktno spregnutih pojacavaca, DC analiza je komplikovanija u odnosu
na pojacavace sa kapacitivnom spregom - potrebno je analizirati kompletnu Semu. AC analiza je
identicna kao u slu€aju kapacitvne sprege: ako se zanemari Erlijev efekat, svi pojacavacki
stepeni, osim ZC, direktno se menjaju njihovim NKNI ekvivalentom, dok se za ZC mora voditi
racuna o njegovom potroSacu.

Analizu ovakvog pojacavaca ilustrova¢emo slede¢im primerom.

Primer: 10.2
Na slici 10.17 je prikazan dvostepeni pojacava¢ poznatih parametara: f = 100,

Vi = 1V, k, = 0.5 mA/V?, Vpp =Vss = 12 V, g =800 pA, Re=350 Q W/L=2/1 za sve MOS
tranzistore osim za My za koji je W/L=2/5. Odrediti naponsko pojacanje za mali signal.
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Slika 10.17: Direktno spregnuti dvostepeni pojac¢ava¢

Resenje:

U MRT struja Iy se deli na dva jednaka dela i ¢ini da su DC struje M3 i M4 od po 400 uA
Transkonduktansa gms 4 iznosi:

Onss = O =/2Blogss =+/2lpg K, - W /L = \/2~0.4mA-0.5T/—'§‘~2 =0.9mS. (10.53)

U MRT struja Ipg7 = lo/5 = 800/5= 160 uA i ona kompletno predstavlja Igqs , tako da je

Vig =Vee —Re - B+ lgqs 6.4 V (10.54)

Kako je za mali signal My iskljucen, jer je on DC strujni izvor, a diferencijalni pojacavac
sa strujnim ogledalom je kontrolisani strujni izvor, tranzistor Qg se pobuduje samo tom strujom i
pojaCava je f puta, tako da za njega nije potrebno odrediti parametre za mali signal
(B je dovoljno).

Sema za mali signal pojadavaca sa slike 10.17 data je na slici 10.18. Kako je bazna struja
Qs jednaka i4,=-0,vy, a napon na izlazu jednak Vv, =-R.i,, dobija se da je

v, = (L+ £)g,Rev, =315V,

j_?_

Slika 10.18: Sema za mali signal pojatavaéa sa slike 10.17

Na slici 10.19 prikazan je vremenski dijagram izlaznog napona pojacavaca sa slike 10.17 dobijen
PSpice simulacijom. Amplituda pobudnog generatora je 10 mV.
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Slika 10.19: Vremenski dijagram izlaznog napona pojacavaca sa slike 10.17
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11. Operacioni pojacavac i primene

Kao $to smo rekli u prethodnom poglavlju, radi ostvarivanja performansi po nekoliko
kriterijuma, individualni pojacavacki stepeni se povezuju u kaskadu da bi zajedno sa drugim
pomo¢nim blokovima ¢inili jedan sloZeni pojacavac. Sa druge strane, ukoliko bi postojali idealni
kontrolisani generatori kao realne komponente, oni bi univerzalno mogli da se primene u svim
prilikama. Kako idealni kontrolisani generatori ne postoje, konstruisana je komponenta ¢ijom
upotrebom mogu da se sintetizuju kola koja u vecini prakti¢nih aplikacija vrlo uspesno
simuliraju kontrolisane generatore. Ta komponenta se zove operacioni pojacavac i u sustini je
viSestepeni pojacavac sa diferencijalnim ulazom i jednostrukim izlazom. Na slici 11.1 prikazana
je pojednostavljena Sema jednog komercijalnog operacionog pojac¢avaca.

Slika 11.1: Pojednostavljena $ema jednog komercijalnog poja¢ava¢a LM324

Ako se analizira struktura pojacavaca sa slike 11.1, moze se uociti da su ulazi
diferencijalnog pojacavaca baferisani pojacavacima sa zajedni¢kim kolektorom (par Q1 i Q4) sto
uz malu struju polarizacije tranzistora diferencijalnog pojac¢avaca daje ulaznu otpornost reda 100
MQ. Izlaz diferencijalnog pojacavaca se pojacava ZC pojacavaem sa aktivnim opterecenjem
(Q10), iza koga ide ZC pojacavac (Q11). Iza ZC pojacavaca postavljen je jos jedan ZE pojacavac
(Q12), a iza njega izlazni stepen sa komplementarnim pojac¢avac¢ima sa zajedni¢kim kolektorom.
Iz datog se moze zakljuciti da se radi o Sestostepenom pojacavacu. Ukupno pojacanje je reda 10°.

Po svojoj strukturi operacioni pojacavac je naponski pojacavac opisan u tre¢em poglavlju
sa skoro beskona¢nom ulaznom otporno$c¢u, malom ali konaénom izlaznom otpornoscu i velikim
naponskim pojac¢anjem. U teorijskim razmatranjima se ¢esto, zbog jednostavnijeg rauna, koristi
pojam idealnog operacionog pojacavaca. Takav pojacavac je u stvari idealni naponski pojacavac
sa beskona¢no velikim pojacanjem a —oco. U sustini, svaki komercijalni operacioni pojacavac
ispravno upotrebljen, ponasa se kao idealni operacioni pojacavac.

Elektricni simboli kojima se u elektricnim Semama predstavlja operacioni pojacavac Su
simboli naponskog pojacavaca uz eventualno dodate prikljucke za napajanje i prikazani su na
slici 11.2. Napajanje se obi¢no podrazumeva i ne crta jer u standardnim aplikacijama ne utice na
logiku rada kola. Postoje i retke aplikacije u kojima je napajanje promenljivo, ili uti¢e na logiku
rada kola, pa se u elektricnim Semama takvih aplikacija crta.
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Slika 11.2: Simboli operacionog pojac¢avaca, sa i bez napajanja

11.1 Prenosna karakteristika operacionog pojacavaca

Osnovna funkcija operacionog pojacavaca je da realizuje funkciju idealnog naponskog
pojacavaca, ali Samo u granicama napajanja:

Ve, a-Vy >4+
vV, =<a-Vy, =V <a-v, <4V (11.1)
Ve, a-v, <V

pri tome je v, =v" —Vv_, a je pojacanje koje jeste veliko ali neprecizno, a svi prikljucci treba da
budu u granicama napajanja:

Ve <VIL,VLV, <4V (11.2)
Za potencijale napajanja mora da bude ispunjen uslov propisan od proizvodaca, na primer
Viin < (Vee = (-Vee)) < Vi (11.3)

gde je Vmin minimalna potencijalna razlika izmedju pozitivnog i negativhog napona napajanja da
bi pojacava¢ mogao da funkcioniSe, a Vimax maksimalna potencijalna razlika izmedju pozitivnog i
negativnog napona napajanja da bi pojacava¢ radio bez opasnosti da dode do prenaponskog
proboja internih tranzistora. Pri tome vrednosti potencijala napjanja (napona napajanja) nisu
striktne, na primer, ako je Vmin = 10 V , bitno je da minimalna vrednost pozitivhog napajanja
+Vcc bude — Vee + 10 V bez obzira da li negativno napajanje ima vrednost — 15 V ili +5 V.
Principijelna jednosmerna prenosna karakteristika operacionog pojacavaa kome nisu
simetri¢na napajanja, odnosno |+V. |[# Vg |, prikazana je na slici 11.3 Karakteristika prolazi

kroz koordinatni pocetak i na njoj mogu da se uoce 3 segmenta, slika 11.3:

a) kada je napon na izlazu pojacavaca konstantan i iznosi — Vge . Taj segment se naziva
negativno zasicenje.

b) kada je napon na izlazu jednak a-v, i taj segment se naziva linearna oblast. Da bi
operacioni pojacavac radio kao pojacavac potrebno ga je drzati u toj oblasti.

c) kada je napon na izlazu jednak +Vcc. Taj segment se naziva pozitivno zasicenje.

Direktna primena operacionog pojacavaca na nacin da se koristan signal dovede na
ulazne prikljucke nije korisna jer je pojaCanje preveliko, 1 nije precizno. Osnovna namena
operacionog pojacavaca je da se pomocu njega i dodatnih komponenti realizuju slozenija kola
koja izmedu mnogih ostalih mogu da oponaSaju funkcije idealnog naponskog pojacavaca,
idealnog ili neidealnog naponskog bafera. Da bi se te funkcije ostvarile, potrebno je primeniti
negativnu povratnu spregu.
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Slika 11.3. Principijelna jednosmerna prenosna karakteristika operacionog pojacavaca

11.2  Negativna povratna sprega

Posmatrajmo Semu na slici 11.4 gde je upotrebljen idealni naponski pojaavac pojacanja
a > 11 kod koga je signal sa izlaza putem linearne S mreze vracen na minus prikljucak
pojacavaca. Topoloski posmatrano, ako je S > 0 takva sprega se naziva negativna povratna
sprega ili negativna reakcija. Alternativno, ukoliko bi vazilo da je f < 0 povratna sprega bi
trebala da se vrati na plus prikljucak i tada bi se ponovo radilo o negativnoj povratnoj sprezi.

Naravno, struktura operacionog pojaCavata omogucuje i povezivanje sa suprotnom
logikom: za f > 0 povezivanje izlaza na ulazni + priklju¢ak, kao i povezivanje izlaza
na ulazni — prikljucak za f < 0. Takva povratna sprega se zove pozitivha povratna sprega, i
postoje aplikacije u kojima je korisna, ali ta tematika nije predmet ovog udzbenika.

VG O VI
el
by,

P

Slika 11.4: llustracija negativne povratne sprege za f >0

Razmotri¢emo situaciju kada je f > 0. Posto je f# mreza linearna ona ¢e da skalira izlazni
napon f puta i na minus priklju¢ku pojacavaca bi¢e napon Av,. Sada moze da se postavi
jednacina za izlazni napon:

v, =a(v’ —v’)=av; —apy, (11.4)
Sredivanjem prethodne formule dobija se

a
v, = Vg
1+ pa

(11.5)

lzraz
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a
a =
1+ pa

(11.6)

naziva se pojacanje sa reakcijom dok se proizvod fa naziva kruzno pojacanje. Ovakva

konfiguracija nazva se neinvertuju¢a konfiguracija, a pojacava¢ sa reakcijom se naziva
neinvertujuéi pojacavac pojacanja a.

Postoji i druga moguénost koja je prikazana na slici 11.5. U tom slucaju se signal sa
izlaza zajedno sa ulaznim signalom preko kg mreze, # > 0, dovodi na ulazni prikljucak:

Vs o—K [

VI
—O
kvg + BV,

slika 11.5: Negativna povratna sprega u invertujucoj knfiguraciji

Sada moze da se postavi jednacina za napon na izlazu:

v, =a(v' —v)=0-a(pyv, +kvg), (11.7)

iz koje proizilazi
a_y
1+pa °©

v, =k (11.8)

Ovakav pojacava¢ se naziva invertujuci a njegovo pojacanje sa reakcijom iznosi

a, =-k 2
1+ pa

(11.9)

Ukoliko je pojacanje idealnog naponskog pojacavaca a dovoljno veliko da je 1<< pa ,
tada se jedinice u imeniocima formula 11.6 i 11.9 mogu zanemariti pa se pojacanje sa reakcijom
neinvertujuceg pojacavaca svodina a, =1/ f, a invertuju¢eg na a, =—k/ S.

Prethodni zaklju¢ak ima dalekosezne efekte. Ukoliko se umesto idealnog naponskog
pojacavaca koristi operacioni pojac¢avac¢ koji ima jako veliko pojacanje (kaze se a—o0) koje ne
mora da bude ni precizno ni stabilno, ali u svim uslovima zadovoljava nejednakost 1<< pfa,
tada se kolo sa operacionim poja¢avacem ponasa kao kolo realizovano sa idealnim naponskim
pojacavacem. Dakle, Sto se tiCe primene operacioni pojaCavaC sa negativhom povratnom
spregom (NPS) moze se smatrati idealnim naponskim pojacavacem sa a—oo.

Kao S$to je ve¢ reCeno, napon na minus priklju¢ku neinvertujuéeg pojacavaca iznosi
v =p-v,,paakoje v, =v, /S dobijasedaje

V =LV f)=Vs =V". (11.10)
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U slucaju invertujuéeg pojacavaca dobija se identi¢an rezultat:

vV =4V, +kvg = - (k! pvg)+kvg =0=Vv" (11.11)

Na osnovu prethodnog razmatranja moze da se izvede sledeci zakljucak: ukoliko postoji
NPS i ukoliko a—oo, tada je vi = v'.

Ako se potencijali na ulaznim priklju¢cima pojacavaca izjednace, vezivanje bilo kakvog
otpornika izmedu njih neée proizvesti nikakav efekat jer kroz takav otpornik necée teci struja, $to
znaCi da i ako pojacava¢ ima konac¢nu ulaznu otpornost, NPS i a—oo u¢ini¢e da mu ulazna
otpornost (ulazna otpornost sa reakcijom) postane beskonacna.

Posmatrajmo sada Semu sa slike 11.6 i kojoj je upotrebljen neidealni naponski pojacavac
pojacanja a—oo i izlaznom otpornoscu ri. Odredimo napon v; koji je posledica dejstva generatora
Iit, Cime ¢emo odrediti izlaznu otpornost celog kola.

p

Slika 11.6. NPS primenjena na neidealni naponski pojac¢ava¢ kod koga je a— i ¢ija je izlazna otpornost
predstavljena eksterim otprnikom [;

PosSto se signal sa izlaza vra¢éa na minus prikljuak pojacavaca, povratna sprega je
negativna. Kako je ispunjeno da a—oo, biée ispunjeno da je v = 0 = v'. Istovremeno v_ =fv; $to
znaci da je vi = 0. Kako strujni test generator proizvodi napon koji je jednak nuli moze se
zakljuciti da je otpornost koju on vidi jednaka nuli. Zakljucak: ako postoji NPS i ako a—wx,
izlazna otpornost kola sa reakcijom je jednaka nuli.

Dakle ulazna i izlazna otpornost operacionog pojacavaca koji se koristi kao realna
komponenta nisu bitni; dovoljno je da pojac¢avac ima veliko naponsko pojacanje da postoji NPS i
da radi u linearnom reZimu, a preciznost pojacanja sa reakcijom zavisi¢e od preciznosti f mreze.
Pri tome  mreza moze biti i aktivna.

Cinjenica da je Vi = v, i da nema struje kroz ulazne priklju¢ke u mnogim sluéajevima
znatno olakSava analizu i sintezu kola sa operacionim pojac¢avacima.

11.3  Primene operacionog pojac¢avaca

Operacioni pojacava¢ ima brojne primene 1 predstavlja najceS¢e koriS¢eni sklop
savremene analogne elektronike. Primenom operacionog pojaavaca se mogu realizovati
pojacavaci precizno odredenog pojacanja, kola za realizaciju aritmetickih operacija, kola za
integraljenje i diferenciranje, itd. Najcesce koris¢ena kola bic¢e prikazana u narednom izlaganju.
Podrazumeva se da su napajanja simetri¢na i dovoljno velika da pojacavaci rade u linearnom
rezimu, a sobzirom da su u pitanju linearna kola podela na veliki i mali signal nije bitna.

1131 Invertujuéi pojacavac

Posmatrajmo kolo sa slike 11.7. S obzirom da je invertuju¢i prikljucak na virtuelnoj masi,
struja kroz otpornik Rg je:
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= (11.12)

S obzirom da je ulazna struja pojacavaca jednaka nuli, struja i, u celini protice kroz
otpornik Rg 1 daje izlazni napon:

v =R, =—Rey (11.13)
RG
Naponsko pojacanje je onda:
v, Re
=Ll=-"r 11.14
A v TR (11.14)
Rs Re
P
I_o
Vi

Slika 11.7: Invertujuéi pojacavac.

Kao $to se vidi, naponsko pojacanje je negativno i odredeno je odnosom dve otpornosti.
Zbog toga se naponsko pojacanje moze veoma precizno realizovati jer ne zavisi od karakteristika
upotrebljenog pojacavaca. Zbog toga §to je naponsko pojacanje negativno, izlazni napon cée
predstavljati pojacanu i invertovanu sliku ulaznog napona, pa se ovo kolo naziva invertujuci
pojacavac. Ako je pobuda sinusoidalna, napon na izlazu bi¢e pojacan sinusoidalni napon koji je
fazno pomeren za 180°. Ulazna otpornost ovakvog pojacavaca je Rg i on se prilikom analize u
svim §emama moze zameniti neidealnim naponskim baferom koji ima negativno pojacanje.

11.3.2 Neinvertujuci pojacavac

Pojacaval Cije je pojaCanje pozitivno, ili neinvertujuci pojacavac, moze se realizovati
kolom sa slike 11.8.

Slika 11.8: Neinvertujuéi pojac¢avac.
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S obzirom da je napon izmedu ulaznih prikljucaka jednak nuli, napon na invertorskom
prikljucku takode ¢e biti jednak ulaznom naponu, pa je struja kroz otpornik Rg:

j =t (11.15)

S obzirom da je ulazna struja pojacavaca jednaka nuli, struja i, u celini protice kroz
otpornik Rg 1 daje izlazni napon:

—_u (11.16)

odakle se lako dobija da je naponsko pojacanje jednako:

Vi _Re+Re , Re (11.17)
v Rs Rs

u

A=

Dakle, naponsko pojacanje je pozitivno i vece od jedinice. U slucaju sinusoidalne
pobude, ovaj pojacava¢ ne obrée fazu. Njegova ulazna otpornost je beskonacna i moze se
zameniti idealnim naponskim baferom pojacanja A,.

11.3.3 Jedini¢ni pojacavac

Jedinicni pojacavac je specijalni sluc¢aj neinvertujuéeg pojacavaca. Ako je R. <<R;,
onda je naponsko pojacanje blisko jedinici. U grani¢nom slucaju R. —0 ili R; -, pa se
dobija kolo prikazano na slici 11.9 ¢ije je naponsko pojacanje tacno jednako jedan. Jedini¢ni
pojacava¢ ima najvecu primenu kao razdvojni stepen, koji uz jedini¢no pojacanje obezbeduje
veliku ulaznu otpornost i malu izlaznu otpornost.

vV — Vi

Slika 11.9: Jedini¢ni pojacavac.
11.3.4 Kolo za sabiranje
Kolo za sabiranje je prikazano na slici 11.10. Ono se od invertujuéeg pojacavaca

razlikuje samo po tome $to ima vise ulaza. Svaka od ulaznih struja data je istom jednac¢inom kao
kod invertujuceg pojacavaca. Dakle, posto je invertujuéi prikljuc¢ak na virtuelnoj masi, imamo:

ik:\%“,kzl,z,...,n (11.18)

k
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Vi 0—AAN—— A
R, i
Viz o—’\/{/\,—i—o v
| - —O
Ry i :
Vin o—ANNF— ==

Slika 11.10: Kolo za sabiranje.

S obzirom da je ulazna struja pojacavaca jednaka nuli, zbir struja i, u celini proti¢e kroz

otpornik R¢ i daje izlazni napon:

v =R, Y, =R, Y (11.19)
k=1 k=1 Rk
Ako su svi ulazni otpornici jednaki, R =R, =:--=R =R, onda se dobija uprosc¢eni
izraz:
n Vuk Rf n
V,=—R D> M =——3"v, (11.20)
k=1 Rk R k=1

odnosno, izlazni napon je srazmeran zbiru ulaznih napona, po ¢emu je kolo dobilo ime.

11.3.5 Kolo za integraljenje

Kolo za integraljenje je prikazano na slici 11.11. Kao i kod invertuju¢eg pojacavaca,
ulazna struja je data izrazom:

i ()= 2 (11.21)

R

Slika 11.11: Integrator sa operacionim pojac¢avacem.

Ista struja proti¢e kroz kondenzator. S obzirom da su struja kroz kondenzator i napon na
kondenzatoru povezani diferencijalnom relacijom:
dv (t)

()= 22 -, "qut) (11.22)
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za izlazni napon se dobija:
1 t
Vi (t) =~V (t) = Vi (t,) - o tj v, (t)dt (11.23)

gde je v.(t,)=-V.(t,) poCetni napon na izlazu. S obzirom da je izlazni napon srazmeran

integralu ulaznog napona, opisano kolo se naziva kolo za integraljenje, invertujuci integrator, ili
Milerov integrator.

Interesantno je posmatrati ponaSanje invertujuCeg integratora u slucaju naizmeniéne
pobude. Tada se moze primeniti posmatranje kola u frekvencijskom domenu, odnosno fazorski
racun. Fazor ulazne struje dat je izrazom:

V,
l, == 11.24
R (1129

a fazor izlaznog napona:

. .1 =—.V“ =] At (11.25)
JaC JowRC wRC

Vo =-V, =

odnosno, kolo se ponasa kao idealni integrator i unosi fazni pomeraj od 90°.

11.3.6 Diferencijator

Kolo za diferenciranje je prikazano na slici 11.12. Ulazna struja je data izrazom:

o dv, (1)

L()=C=2> (11.26)
AVAVAY,

C R

Vu O—>—| Vi

u

Slika 11.12: Diferencijator sa operacionim poja¢avacem.
Ista struja protice kroz otpornik R, pa se za izlazni napon dobija:

v, (t) =—Ri, (t) :—RC% (11.27)
Dakle, izlazni napon je srazmeran prvom izvodu ulaznog napona, pa se ovo kolo naziva

kolo za diferenciranje ili invertuju¢i diferencijator
Isto kolo moze se posmatrati i u frekvencijskom domenu ako je pobuda sinusoidalna.

Fazor ulazne struje dat je izrazom:
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(11.28)

a fazor izlaznog napona:

V. =-V, =—RI, =— joRCV, (11.29)

1
odnosno, kolo se ponasa kao idealni diferencijator i unosi fazni pomeraj od -90°.

Kod svih prethodno opisanih kola, minus prikljucak operacionog poja¢avaca iskoriscen je
za povratnu spregu. Dobijeno pojacavacko kolo je u formi sa jednostrukim ulazom 1
jednostrukim izlazom. Medutim, postoje brojne aplikacije gde je potreban diferencijalni ulaz, Sto
se realizuje sa sledeca dva kola.

11.3.7 Diferencni pojacavac
Na slici 11.12 prikazan je pojacavac koji ima dva ulaza. Metodom superpozicije moze

se naci odziv na svaki ulaz pojedinacno, a zatim se sabiranjem odziva dobija kona¢na vrednost
izlaznog napona.

Slika 11.13 Diferencni pojac¢avac

Neka je vi=0 . Posto kroz ulaz operacionog pojacavaca ne tece struja, struja nece te¢i ni
kroz Rz i R4 otpornike pa se oni mogu zameniti kratkim spojevima. Ostatak kola predstavlja
invertujuci pojacavac a izlazni napon je jednak

V,, = —%vz (11.30)

Neka je v, = 0 . Sada je u pitanju neinvertujuéi pojacava¢ koji pojaCava signal sa
razdelnika napona Rz i Ry, a izlazni napon je jednak

Vv, = R, 1+& A (11.31)
R, +R, R,
Ukupan odziv je sada jednak
V, =V, 4V, =—%v2 2 RAR (1+%]vl (11.32)
3+ 3
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Otpornici u prethodnom izrazu mogu na vise nacin da se podese da vazi

R __R {1+&} (11.33)
R Ry+R{ R

§to je moguce uraditi na vise nacina, najéesce se podesava uparivanjem otpornika R1=R3 i R,=Ra.
U tom sluc¢aju formula 11.33 glasi

Vi :%(Vl_vz):ad(vl_vz):ad Vg (11.34)

gde je aq diferencijalno pojacanje a vy diferencijalni ulazni napon. Kada otpornici ne bi bili
idealno upareni, postojalo bi i pojacanje srednje vrednosti as, dok bi formula 11.34 glasila

V, =a,-Vy+aVv, =a,(v,—V,)+a (%) (11.35)

Iz formule 11.32 vidi se da je superpozicijom dobijen izlazni napon u formi
Vi = kpvitkove, Kako je

vV, +V,

v, =a,(v, —V,) +a( )=(a, +a,/2)v, +(-a, +a,/ 2)v, =k, +k,v,, (11.36)

proizilazi da se vrednosti za diferencijalno i pojacanje srednje vrednosti mogu dobiti iz
superpozicionih koeficijenata kao

k, -k, (11.37)

Prethodne formule su univerzalne i mogu se upotrebiti za bilo koji pojacavac sa dva ulaza
i jednim izlazom.

Primer 11.1
a) Zakolo saslike 11.14, odrediti v, = f (v,,Vg) u funkciji datih otpornika.

b) Akosu R =1kQ, R, =2k, R, =4kQ odrediti R;ik tako da je v, =k(v, —Vg).

Slika 11.14: Slika koja odgovara primeru 11.1
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Resenje

a) kako se radi o kaskadnoj vezi diferencnog pojacavaca i sabiraca vazi

R
v =——4vB—R4v; v =&(vp—vA).

" R R TR
Kombinacijom te dve jednacine se dobija

R4 _&&(VP_VA):%R Vv R4 R4 R2
3

——ty, ——% 2y

v =——2vy -2
’ R"" R ° RR"’

" R RR

Resavanjem prethodne jednacine po izlaznom naponu dobija se konacan izraz

R, (R,
VA Ve
viRiRey RiRy Ry o, _RE
A B
" RR " RR R ’ 1+&&
3 Ry
b)
R
ﬁ(VA_VB) R
AkoJe R, =R, =V, = k=——t_=4/5
1+ -4 R4+R1
R,

11.3.8 Instrumentacioni pojacavac

Nedostatak diferencnog pojacavaca je kona¢na ulazna otpornost. Kada se baferiSu ulazi
diferencnog pojacavaca neinvertuju¢im pojacavacima dobija se beskonacna ulazna otpornost ali 1
dodatno pojacanje. Na slici 11.15 prikazana je Sema jednog takvog pojac¢avaca koji je poznat pod
nazivom instrumentacioni pojacavac. Pojacavaci tog tipa se intenzivno koriste, standardizovani
Su i postoje na trzistu kao integrisana kola, sa elektriénim simbolom kao na slici 11.16. Osim
otpornika Ry ostale komponente su integrisane i fabri¢ki uparene. Otpornik Ry dodaje korisnik i
sa njegovom vredno$¢u se bira ukupno pojacanje kola.

Slika 11.15. Instrumentacioni pojacava¢
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Slika 11.16: Komercijalni instrumentacioni poja¢avac

Uocimo da se instrumentacioni pojacavac sastoji od dva stepena, prvi stepen obezbeduje
baferisanje ulaznih signala, dok je drugi stepen diferencni pojacavac. Diferencni pojacavac
generiSe napon na izlazu koji je jednak

R
V, = E“(vX -v,) (11.38)

3

U prvom stepenu postoje dva operaciona pojacavaca, oba sa NPS tako da je obezbedeno
da se na krajevima otpornika Ry nalaze ulazni potencijali, ¢ime je i definisana struja kroz njega:

i, = (11.39)

Kako ta struja ne moze da ima komponentu koja dolazi iz priklju¢aka operacionih
pojacavaca, kompletna prolazi kroz otpornike Rj, i na njima pravi pad napona. Na osnovu tog
pada napona sleduje:

. V, -V, v, —V
Vy:V2+R1|o:V2+R1 ZR 1:Vz_R1 1R 2
° ° (11.40)
v, =V, =Ry, :\/1_R1VZ_V1 :V1+R1V1_V2
RO RO
Razlika potencijala v, —v, se dobija kombinacijom prethodne dve jednacine:
v, —V v, —V 2
V=V, =V, +R, lR - —(Vz—&%]Z[].#—R—Ri)(VI—VZ) (11.41)
0 0 0

Zamenom prethodnog izraza u jednacinu 11.38 dobija se pojacanje instrumentacionog
pojacavaca

v, =&(1+2_R1j(vl_v2) :&(1+2—R1]vd = a, =&(1+2—R1j (11.42)
R R R

Primer 11.2

Na slici 11.17 je prikazan instrumentacioni pojacava¢ gde je otpornik R, =2k dok su

ostali otpornici u kolu R=1kQ2. Ako je ispunjeno da C—o>w, a da je
Vp =10mV +10mV cos wt, odrediti v, (t).
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Slika 11.17. Instrumentacioni poja¢avac iz primera 11.2.

Ao =(1+ 25](%} =1
R (R

Qe =| 1+2— (—]:2

dAC ( RO] R

Resenje:

V., =V, (t) =10mV +20mV cos wt
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12 Operacioni pojacavaci sa jednostrukim napajanjem

U savremenim IoT sistemima od posebnog je znacaja ekonomiCnost potrosnje.
Hradverski mali IoT ¢vorovi su bazirani na mikrokontrolerima i prateCom elektronikom niske
potro$nje, a napajaju se ili iz jedne baterije za napajanje ili na neki drugi nacin obezbeduju
energiju. Kako je obrada signala sa senzora jedan od osnovnih zadataka IoT ¢vora, operacioni
pojacavaci niske potroSnje sa napajanjem od maksimalno 5V su neizostavni deo preteceg
hardvera.

Ovo poglavlje se bavi aplikacijama koje koriste operacione pojacavace sa jednim
napajanjem, razmatra njihovu portablinost i tehnike realizacije. Dizajn koji koristi operacione
pojacavace sa jednim napajanjem je komplikovaniji od dizajna koji koristi dvostruko napajanje,
ali je interesovanje za njim izuzetno veliko zbog bolje portabilnosti.

12.1 Problem napona srednje vrednosti kod operacionih pojacavaca sa jednostrukim napajanjem

Napon srednje vrednosti operacionog pojacavaca, formula 12.1 moze da se definise kao
srednja vrednost na ulazima pojacavaca. saglasno slici 12.1.

=V (12.1)

U slucaju operacionih pojacavaca povezanih u NPS, vrednosti ulaza su prakticno na
istom potencijalu, sa veoma malim odstupanjem, pa se efektivno ovaj napon vidi na bilo kom od
ulaza.

10v

Slika 12.1 Napon srednje vrednosti operacionog pojacavaca

Ono $to je bitno za rad operacionog pojaavaca u linearnom reZimu je opseg napona
njegove srednje vrednosti koji je definisan u odnosu na negativho i pozitivno napajanje
operacionog pojacavaca. Kada srednja vrednost ulaza operacionog pojacavaca izade iz opsega
napona srednje vrednosti napajanja, kompletno kolo moze postati nelinearno. Primer je
ilustrovan na slici 12.2. Neinvertujuci pojacava¢ ima pojac¢anje 10 i sa dvostrukim napajanjem od
+ 5 V, napon srednje vrednosti i napajanja i operacionog pojacavaca su jednaki nuli. Tada se
ulazni signal amplitude 0.4 V ispravno pojaca i na izlazu je dobijen neizobli¢ena signal jednak
desetostrukoj vrednosti ulaznog signala. Uoliko je negativno napajanje operacionog pojacavaca
jednako 0 V, do¢i ¢e do odsecanja negativnog dela pobudnogg napona o pojacanja samo
pozitivnog dela pobudnog napona.
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Vecina prenosivih sistema kao i mnogi drugi stacionarni sistemi, realizuju se koriS¢enjem
jedne baterije za napajanje. Sa druge strane, dizajn sa dvostruko napajanim operacionim
pojadavacima je pravolinijski, jer su vrednosti ulaza i izlaza operacionog pojacavaca
referencirane u odnosu na srednji izvod izvora napajanja koji je vezan na masu. U veéini
aplikacija sa dvostrukim napajanjem signali ulaza operacionih pojacavaca su takodje referncirani
u odnosu na masu. Dakle, sa jednim ulazom operacionog pojacavaca koji je vezan na masu, kao
Sto je primerom prikazano na slici 12.3, nema potrebe za razmatranjem problema koji se odnose
na napon srednje vrednosti.

0.4V
VU bl
Neizoblic¢eni
ov
-0.4V, ulaz VU (t)
4.0V
Vi - —
Neizobli¢eni
oV .
-4.0V, izlaz

Vlz 3.0V
Izobli¢eni
izlaz
oV oV \

Slika 12.2 llustracija nelinearnog rezima rada operacionog pojac¢avaca

Slika 12.3: Invertujuéi pojacavaé sa dvostrukim napajanjem

Kada signal na ulazu nije referenciran u odnosu na masu, kao §to je prikazano na slici
12.4, i referentni napon se pojacava i odreduje vrednost izlaznog napona, §to je dato jednac¢inom
12.2. U nekim slucajevima je ova situacija prihvatljiva. Medutim, ¢e$¢i je slucaj da je potrebno
eliminisati komponentu nekorisnog signala u izlaznom naponu. U takvim situacijama koristi se
dodatna naponska referenca u drugoj ulaznoj grani operacionog pojacavaca i ona eliminiSe
pojavu preslikanog referentnog napona u izlaznom signalu (slika 12.5). Napon srednje vrednosti
na ulazu operacionog pojacavaca je u tom slucaju jednak V...R:/(R;+R:). Pojacavaci sa

povratnom spregom ne propustaju napon srednje vrednosti jer njihovo ulazno kolo ukljucuje
diferencijalni pojacava¢ (izabran sa ciljem da ne propusta napon srednje vrednosti). 1z tog
razloga je izlazni napon kola sa slike 12.5 je dat jednac¢inom 12.3.
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RG
Vee
VU >—440 Vl
VREF i

R
Vp ==V +Veee) R_F (12.2)
G

AV M\
Rg Re

VCC

Vu B b—on

VREFi —Vee

= RG

Re

Slika 12.5 Kolo sa operacionim pojacavatem, dvostrukim napajanjem i eliminacijom napona srednje
vrednosti iz izlaznog signala

v, =V, — (12.3)

Kada su ulazni signali referenciran u odnosu na masu, kola operacionih pojacavaca sa
jednim napajanjem imaju veliki ulazni napon srednje vrednosti. Slika 12.6. prikazuje opciju sa
jednim napajanjem u kolu pojacavaca ¢iji je ulazni napon referenciran u odnosu na masu. Ulazni
napon u ovoj situaciji nije referentan u odnosu na sredinu radnog opsega kao u slucaju aplikacija
sa dvostrukim napajanjem, ve¢ je referenciran u odnosu na donju granicu radnog opsega. Ovo
kolo ne radi u linearnom rezimu kada je ulazni napon pozitivan jer bi izlazni napon u tom sluc¢aju
bio negativan, $to je nemoguce posti¢i sa pozitivnim napajanjem. Vecéina operacionih pojacavaca
nije napravljena da ispravno radi kada su ulazni naponi jednaki naponima napajanja, tako da i u
slucaju malih negativnih ulaznih napona rad kola nije idealan.

R, R,
—A\\W N\
L

Slika 12.6 Kolo sa operacionim poja¢avacem i jednim napajanjem
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Ucestali zahtevi za realizacijama gde su ulazi vezani na masu ili neki drugi referentni
napon, otezavaju dizajn kola sa operacionim pojac¢ava¢ima sa jednim napajanjem. U nastavku ¢e
biti izlozena procedura koja obezbeduje funkcionalno resenje.

U nastavku izlaganja, ukoliko nije drugacije naznaceno, u svim naradnim primerima
operacioni pojacavaéi se napajaju iz jedne baterije za napajanje. Ovo napajanje moze biti
povezano izmedu pozitivne reference i mase ili mase i negativne reference, ali sve dok je
polaritet napajanja ispravan, vezivanje ne utice na rad kola. Upotreba jednog napajanja
ograniCava polaritet izlaznog napona. Kada je napon napajanja, izlazni napon je u idealnom
sluaju ogranicen na opseg 0<v, <10V. Ovo ograni¢enje iskljucuje negativne izlazne napone, ali
ne iskljuCuje negativne ulazne napone kola, sve dok napon na ulazu operacionog pojacavaca ne
postane negativan.

U situacijama kada postoji moguc¢nost da napon na ulazu operacionog pojacavaca postane
negativan potrebno je preduzeti mere zaStite. Ulazi operacionog pojacavaca mogu biti osetljivi i
takva situacija moze prouzrokovati proboj ulaznih tranzistora operacionog pojacavaca zbog
inverzne polarizacije ulaznih prikljuéaka.

Takode, u situacijama kada su ulazni naponi u kolo i naponi napjanja kola suprotnog
polariteta, potrebno je osigurati da u svim moguéim uslovima pokretanja kola ne dolazi do
inverzije polariteta ulaza operacionog pojacavaca.

12.2 Analiza problema rada sa jednostrukim napajanjem

Slozenost dizajna aplikacija sa operacionim pojacava¢ima sa jednim napajanjem
ilustrovana je slede¢im primerom. Opseg ulaznog i izlaznog napona mnogih operacionih
pojaCavaca je strozije ogranicen 0d napona napajanja, ali izborom rail-to-rail operacionog
pojacavaca problemi ulaznog/izlaznog opsega su svedeni na minimum. Primer invertujuceg
pojacavaca je prikazan na slici 12.7.

R, R,
" ﬁ A A
L Vee = R
o > v
: ol |
AN oV, -

Slika 12.7: Invertujuéi poja¢avac sa jednim naponom napjanja (jednostrukim napajanjem)

Posto je kolo sa slike 12.7 strukturno posmatrano diferencni pojacava¢, napon na
njegovom izlazu je jednak
RF

Vi = (Veer _VU)R_ : (12.4)

Sve dok je otpornost potrosaca velika, ona se moze zanemariti u analizi, medutim ova
otpornost kada je mala moze prouzrokovati neke sekundarne efekte, poput ograni¢avanja opsega
izlazne struje pojacavaca. Formula 12.5 se dobija izjednacavanjem napona Vger | Vy , po ¢emu bi
izlazni napon kola trebao da bude jednak nuli, bez obzira na ulazne napone. U praksi, ovakvo
kolo uglavnom ima mali izlazni napon koji je veci od nule.
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V= (Veer _Vu)&:(vu —VU)&=0 (12.5)
RG RG

Kada je Vrer = 0, iv, =—V,R. /R, tada postoje dva moguca reSenja jednacine 12.4.
Prvo resenje, kada je v, bilo koji pozitivan napon, v, treba da bude negativan napon. Kolo ne
moze posti¢i negativni napon sa pozitivnim napajanjem, pa izlaz dostize zasi¢enje na donjoj
granici opsega napajanja: v, 0=V, =0. Drugo resenje se dobija kada se dovodi negativan
naponav,, , izlaz je u normalnom opsegu: Vv, <0=v, =|v,|R- /R;.

Kada se Vg izjednaci sa naponom napajanja V.., dobijamo jednacinu 12.6. Prema toj
jednacini, kada je v, negativan, napon v, bo trebao da bude veci od V.. $to je nemoguce, pa je
izlaz operacionog pojacavaca u pozitivnom zasi¢enju. Kada je v, pozitivan napon, kolo se
ponasa kao invertujuci pojacavac:

R
Vv, =Vee _VU)R_F- (12.6)
G

Pod uslovima jednacine 12.6 kolo je prikazano na slici 12.8. i grafik njegove prenosne
karakteristike prikazan je na slici 12. 9. Parametri kola su V.. =10V ,R; =R =100 k<,

R, =10KkQ.

Slika 12.8: Invertujuci poja¢ava¢ sa ofsetom na ulazu

vi (V)

0.00

0.0 VU (V) 5.0

Slika 12.9 Prenosna karakteristika invertujueg pojac¢avaca
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Modifikovano kolo neinvertujuceg pojacavaca prikazano je na slici 12.10. Kako se i ovde
radi o diferencnom pojacavacu napon na izlazu je jednak

R
v, = (Vu _VREF ) R_F (12-7)

G
Kada je Vg =0, izlazni napon jev, =v,R: /R, a moguca su dva reSenja. Prvo reSenje
je kada je napon v, negativan, a tada iv, mora biti negativnho. Kako kolo sa nenegativnim
napajanjem ne moze posti¢i negativan izlazni napon, izlaz je u zasi¢enju na donjoj granici
opsega napajanja: v, <0=v, =0. Drugo resenje se dobija pri v, >0. Tada izlazni napon
obuhvata normalni opseg vrednoti i vazi da je v, =V, .

Neinvertujuée kolo pojacavaca je prikazano na slici 12.10, pri ¢emu je V.. =5V,
R; =R; =100kQ2, R =10kQ i V., =0. Jednosmerna prenosna karakteristika za ovo kolo
prikazana je naslici 12.11.

Slika 12.10 Neinvertujuéi pojacava¢ sa ofsetom na ulazu

5.00| _

vi(V)

0.00

i i
0.0 5.0

v (V)

Slika 12.11 jednosmerna prenosna karakteristika neinvertujuéeg pojacavaca

12.3 Algoritamsko generisanje kola sa jednostrukim napajanjem

Postoji veliki broj realizacija invertuju¢ih i neinvertuju¢ih pojacavackih kola koja se
mogu modifikovati da ispravno rade u uslovima jednostrukog napajanja. U zavisnosti od
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primene, svaka realizacija ima prednosti i mane, zbog ¢ega ih u praksi inzenjeri analiziraju u
potrazi za onom koja najbolje resava problem. Umesto analiziranja svakog moguceg kola, moze
se upotrebiti jednostavan genericki sistem jednacina u koji se uvode Zeljeni parametri koje kolo
treba da zadovolji, i ¢ijim se reSavanjem dobija Zeljena prenosna karakteristika. Kada je poznat
oblik prenosne karakteristike, sintetizuje se kolo koje odgovara istoj.

Jednosmerna prenosna karakteristika koja se sintetizuje treba da bude linearna funkcija
data jedna¢inom 12.8.
y=2mx+b (12.8)

U zavisnosti od znaka koeficijenta m, i odsec¢ka na ordinati b, funkciju 12.8 mozemo
razdvojiti na Cetiri posebna slucaja:

v, =+my, +b (12.9)
v, =+my, —b (12.10)
v, =—my, +b (12.11)
v, =—my, —b (12.12)

Ove jednacéine se mogu implementirati sa Cetiri razlicite hardverske realizacije pri ¢emu
znak parametara m i b odreduje vrstu kola koje odgovara reSenju. Posto u svakoj jednadini
postoje dve nepoznate m i b, potrebno je formirati sistem jednacina 2x2 na osnovu dva
pogodno odabrana uredena para (Vy, V|) koja pripadaju Zeljenoj prenosnoj karakteristici.

Oblik prenosne karakteristike se zadaje prema potrebama problema koji se resava Na
primer, u nekoj aplikaciji je potrebno prilagoditi izlazni napon senzora koji je u opsegu od 0.1V
do 0.2V na opseg ulaznog napona od 1V do 4 V. U tom slucaju tacke koje treba da pripadaju
prenosnoj karakteristici (v, =1V, v, =0.1V), (v, =4V, v, =0.2V) ubacuju se u jednacinu
12.9, kao §to je prikazano u jednacinama 12.13 i 12.14 Time se dobija system jednacina ¢ijim
resavanjem se dobijali vrednosti m i b.

1=m(0.1) +b (12.13)
4=m(0.2)+b (12.14)

ReSavanjem sistema dobijaju se vrednosti parametara m=30 i b=-2. Zamenom
izraCunatih parametara u jednosmernu prenosnu karakteristiku dobija se da je v, =30v, —2.

Resenje odgovara obliku jednac¢ine 12.10 iako je kao polazna osnova koris¢ena jednacina
12.9. Razlog je taj Sto ulazni podaci specifikacije problema odreduju znak parametara m i b, pa
se finalna forma prenosne karakteristike dobija tek na kraju analize.

Poslednji korak je sinteza kola koje odgovara dobijenim parametrima U nastavku su
predlozena reSenja za sva Cetiri oblika jednosmerne prenosne karakteristike.

Realizacija kola koje odgovara slucaju za oblik jednacine 12.9 je prikazana na slici 12.12.
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Slika 12.12 Realizacija kola za oblik prenosne karakteristike V, =+my,, + b

Kori$¢enjem formule za razdelnik napona i principa superpozicije dobija se jednacina
12.15 koja definise jednosmernu prenosnu karakteristiku kola:

v=yy | e |[RetRe ]y [ R ) Re*Rs (12.15)
R +R, Rs R +R, Rs
Izjednacavanjem sa jednac¢inom oblika 12.9 dobijaju se izrazi za m i b u jednac¢inama
12.16112.17.
m=| R J[Re+Rs (12.16)
R+R, Rs
p=v, | |[RetRs (12.17)
Rl + RZ RG
Primer: 12.1

Projektovati pojacavac sa jednostrukim napajanjem ako su specifikacije kola v, =1V za
v, =0.01V, v, =45V za v, =1V. R =10 kQ, tolerancije otpornika su 5%, i V. =5V. Ne

postoji dodatna naponska referenca.
Resenje:

Kako ne postoji dodatna naponska referenca, onda se u tu svrhu koristi V.. kao referentni
ulaz, tj. Voee =5V . Vrednosti ulaznih i izlaznih napona iz specifikacije se zamenjuju u formulu

za odgovarajucu prenosnu karakteristiku sto je opisano slede¢im sistemom jednacina:

1=m(0.02)+b
45=m(0.1)+b

Parametar b se lako dobija na osnovu jednacine 100 =m(1.0) +100b:

b= 95 =0.9646
99

a zatim se odredi parametar m

_1-b 1-0.9646

m= = =3.535
0.01 0.01
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SraCunati parametri m i b se koriste za odredivanje otpornika u kolu. Jednac¢ine 12.16 i

12.17 se resavaju za izraz (R: + R;)/ R, a potom se rezultat izjednacava:

RF+RG_m R+R,| b [R+R,
RG - RZ _VCC Rl

Transformacijom prethodne jednacine dobija se

3535
~0.9646

5

R, R =18.316R

(12.18)

Za navedene tolerancije otpornosti od 5% koje su zahtev za dizajn iz primera, usvojeno je
R, =10kQ, a time je dalje odredena vrednost R, =183.16 kQQ. Najbliza vrednost u granicama
tolerancije od 5%, je 180 kQ. Time je resen izbor otpornika R, =10 kQ i R, =180 kQ. Razlika

izabrane i izraCunate vrednosti za otpornike proizvesée greSku u jednosmernoj prenosnoj
karakteristici kola, jer m i b nece imati vrednosti koje su prethodno izraunate. Otpornici sa
vrednostima koje su pribliznije izraCunatim vrednostima mogu se izabrati iz skala sa

tolerancijom 1% ili 0.5%
Iz leve strane jednacine 12.18 rac¢unaju se otpornosti R i R; :

Rs

2

R. =2.73R,

Re +Rs _ m( R +R, j _ 3'535(185)8;10J 373

Kona¢no, rezultujuce pojacanje kola je dato izrazom: v, =3.5v, +0.97 . Za otpornost R
odabrana je vrednost od 10 kQ dok je za otpornik R: izabrana vrednost 27 kQ kao najbliza
standardna vrednost sa tolerancijom od 5% U ovoj situaciji takodje postoji neznatna greSka zbog

odabira standarde vrednosti otpornika.

Kolo sa izabranim vrednostima komponenti prikazano je na slici 12.13. dok je grafik

jednosmerne prenosne karakteristike prikazan na slici 12.14.

5V
Vue A * + v
R, _ Yl
10k Rz -
180 kQ -
——— \\N——@
5V Re
RG 27kQ R
§ 10kQ § 10 kLQ

Slika P12.13. Realizacija kola sa konkretnim vrednostima za oblik prenosne karakteristike V, =+my, + b

12.9



5.00

4.00

3.00

vi (V)

2.00

1.00

I I I
I I I
I I I
I I I
I I I
| | |
B 1
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Slika P12.14 Grafik realizacije kola sa prenosnom karakteristikomv, =3.5v, +0.97

Prikazana jednosmerna prenosna karakteristika je prava linija, iylayni napon v, preseca
apcisu oko 0.98V, a ne 1V kako je zahtevano, sto je odli¢an rezultat s obzirom na proizvoljan
izbor komponenti. Razli¢iti skupovi vrednosti komponenti imali bi razli¢ite nagibe zbog
tolerancija otpornika.

Otpornici reda kQ su izabrani proizvoljno. Ipak premale vrednosti otpornika bi znatno
povecale struju u normalnom rezimu rada pa bi doslo do toga da kolo ne radi zbog prekoracenja
strujnog kapacitet operacionog pojacavaca.

Realizacija kola koje odgovara drugom slucaju, jednacina 12.10, prikazana je na slici
12.15. Uproscena jednacina prenosne Kkarakteristike kola dobija se ra¢unanjem ekvivalentnog
Tevenenovg kola za deo kola izmedu tacke spoja otpornika R, i R,i mase. Zamenom
ekvivalentnog Tevenenovog kola, prenosna karakteristika se racuna koris¢enjem superpozicije,
jednacina 12.19

Slika 12.15 Realizacija kola za oblik jednosmerne prenosne karakteristike v, =+mv, —b

R: +R; +R R, R, R.
= Y 12.19
% V“( R. +R|R, IR +R, | Ry +R R, (12.19)
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Uporedivanjem jednacine 12.19 i jednacine 12.10 identifikuju se parametri m i b.

_Re R +R R, (12.20)
Rs + R R,
R R
b=V 2 : 12.21
| | REF(R1+R2J£RG+R1”RZJ ( )

Primer:12.2

Dizajnirati pojacavac sa jednostrukim napajanjem ako su specifikacije kola: v, =1.5V za
v, =0.2V, v, =45V za v, =0.5V, Vg =V =5V, R =10kQ, tolerancije otpornika su 5%.

Resenje:

Sistem jednacina trazene prenosne karakteristike glasi:

1.5=0.2m+b
45=0.5m+Db

Iz ovog sistem jednacina dobijaju se vrednosti b=-0.5 i m=10. Pod pretpostavkom da
jeR,|R, << Ry $to se lako da ostvariti, pojednostavljuje se proradun trazenih otpornika:

m=10="eRe  p _or_
Rs
Ako izaberemo R; =20k ondaje R. =180 kQ2.

pov, Re[ R ] 5180 R
R,\R+R,) ~20(R+R,

R = 1-0.01111 R, —89R,
0.01111

Izabrane otpornosti su R, =0.82kQ i R =72.98kQ. Posto 72.98 kQ2 nije standardna
vrednost otpornika tolerancije 5%, za njega je odabrana vrednost 75kQ. Razlika izmedu
izabrane i izraCunate vrednosti R, ima oko 3% efekta na parametar b, i ova greska se pojavljuje
u jednosmernoj prenosnoj karakteristici kao ofset, a ne kao greska nagiba. Ekvivalentna
otpornost paralelne veze otpornika R, i R, je priblizno 0.82kQ i to je mnogo manje od
vrednosti R; koja je 20kQ.. Za R, je mogla biti izabrana manja vrednost, medutim to bi

prouzrokovalo veca odstupanja od standardnih vrednosti za otpornike tolerancije 5% pri izboru
vrednosti za R,. Kolo sa proracunatim vrednostima je prikazano na slici 12.16, a prenosna

karakteristika za ovo kolo je prikazana na slici 12.17.
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Slika P12.17 Grafik realizacije kola sa prenosnom karakteristikomv, =10v, —0.5

Realizacija kola koje odgovara trecem slucaju, forma jednaéine 12.11 je prikazana na
slici 12.18.

Vrer ;I
Slika 12.18 Realizacija kola za oblik jednosmerne prenosne karakteristike v, =-mv, +b
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Jednacina prenosne karakteristike kola dobija se koriS¢enjem superpozicije:

v ==y, Re v [ R |[RetRe (12.22)
R, R +R, Rs
Poredenjem sa jedna¢inom 12.11, dobijaju se m i b parametri jednosmerne prenosne
krakteristike:
m="e | b=VREF( R j[RF +RG) (12.23)
Rs R +R, Rs

Primer:12.3

Projektovati pojacavac sa jednostrukim napajanjem ako su specifikacije kola: v, =1V za
vy ==0.1V, v, =6V za v, =—-1V, Vg =V =10V, R =100 kQ, tolerancije otpornika su 5%

Resenje:
Sistem jednacina jednosmerne prenosne karakteristike je opisan slede¢im izrazima:

1=(-0.)m+Db
6=(-1)m+b
Iz ovog sistema dobijaju se vrednosti parametara b =0.444 i m=-5.56. Na osnovu toga
je
Im|=5.56=R. /R, = R. =5.56R;

Ako se izabere R; =10 kQ tada je R =55.6 K §to nije jedna od standardnih vrednosti
otpornosti sa tolerancijom 5% . ly tog razloga je za R; izabrana vrednost od 56 kQ2. Kako je

b:VCC(RF+RGj[ R ]:10£56+10j( R J
R, R +R, 10 J\R+R,

_ 66-0.444
2 0.444

dobija se da je

R, =147.64R,

Finalna prenosna karakteristika data je sa v, =—-5.56v, +0.444. lzabrane otpornosti su
R =2kQ i R =295.28 kQ). S obzirom da otpornost od 295.28 kQ nije standardna vrednost ya
otpornike sa tolerancijom 5%, odabrana je otpornost od 300 kQ). Razlika izmedu izabrane i
izraCunate vrednosti R, ima gotovo beznacajan efekat na parametar b. Kolo sa sraunatim

vrednostima je prikazano na slici 12.19, a prenosna karakteristika za ovo kolo prikazana je na
slici 12.20.
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Slika P12.19: Realizacija kola sa konkretnim vrednostima za oblik prenosne karakteristike v, =—mv, +b

S .
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1 N

I

0
-1 09 -08 -07 -06 -05 -04 03 02 01 0 01

vy (V)

Slika P12.20 Grafik realizacije kola sa prenosnom karakteristikom v, =-5.56v, +0.444

Sve dok kolo radi normalno, ne javljaju se problemi vezani za negativan ulazni napon u
kolu, jer je invertuju¢i ulaz operacionog pojacavaca vezan na pozitivan napon. Pozitivni ulaz
operacionog pojacavaca je na naponu priblizne vrednosti 65mV, a normalan rad operacionog
pojacavaca odrzava invertujuci ulaz operacionog pojacavaca na istom naponu zbog pretpostavke
da je napon greske nula. Kada se iskljuci V.., dok je na ulazu u kolo negativan napon, negativan
napon se pojavljuje 1 na invertuju¢em ulazu operacionog pojacavaca. Da se to ne bi dogadalo
najjednostavnije resenje je povezivanje silicijumske diode D,, na nacin prikazan na slici 12.20.
Ukoliko takva zastita nije dovoljna, izborom germanijumske ili Schottky diode, moguci
negativan napona na ulazu pojacavaca se limitira na oko —200 mV, $to je dovoljno za veliku

vecéinu operacionih pojacavaca. Kao slede¢i korak predostroznosti, R, se moze podeliti na dva

otpornika sa diodom umetnutom u njihov spoj. Ovim se postavlja otpornik koji ograni¢ava struju
izmedu diode 1 invertujuceg ulaza operacionog pojacavaca.
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Kolo prikazano na slici 12.21 prestavlja resenje Cetvrtog slucaja. Strukturno posmatrano

kolo sa slike 12.21 je sabirac, tako da je jednacina koja opisuje prenosnu karakteristiku u obliku
izraza 12.24.

Slika 12.21: Realizacija kola za oblik prenosne karakteristike v, =—-my, —b

v, =y, (&J V... [ﬁ] (12.24)
RGl RGZ

Poredenjem sa jednac¢inom 12.12 dobijaju se parametri b i m:

Re . R
= i o = Vi = (12.25)

G1 G2

Primer:12.4

Projektovati pojacavac sa jednostrukim napajanjem ako su specifikacije kola: v, =1V za
vy ==0.1V, v, =5V za v, =-0.3V, Vg =V =5V, R =10KkQ, tolerancije otpornika su 5%.

Resenje:
Sistem jednacina za odredivanje prenosne karakteristike je opisan je slede¢im izrazima:

1=(-0.)m+b
5=(-0.3)m+b

Iz ovog sistema dobijaju se vrednosti parametara b=-1 i m=-20. Izjedna¢avanjem
dobijenih vrednosti sa formulom 12.24. dobija se:

|m|:20:FF:—F i R_=20R,,

G1

Ako se usvoji R, =1kQ onda je R.=20kQ. Sada je moguce odrediti vrednost
otpornosti preostalog otpornika:

b=V Re =5 1 r,=Re _ 2 19040
R, R, 02 02
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Finalna jednosmerna prenosna Karakteristika je data jednacinom v, =—-20v, -1, a

realizovano kolo sa konkretnim vrednostima je prikazano na slici 12.22, dok je prenosha
karakteristika ovog kola prikazana na slici 12.23.

RGl
1kQ
Wo AN
5V
RGZ
100 kQ ’ oV,
R L
10kQ

6.00

4.00

3.00

vi (V)

2.00

Slika P12.23 Grafik realizacije kola sa prenosnom karakteristikomyv, =-20v, -1

Sve dok kolo radi u normalnom rezimu, ne javljaju se problemi vezani za negativan
ulazni napon u kolu, jer je invertuju¢i ulaz operacionog pojacavaca na pozitivhom naponu.
Pozitivni ulaz operacionog pojacavaca je na masi, a prilikom normalnog rada operacionog
pojacavaca ulazi operacionog pojacavaca su na potencijalu mase zbog pretpostavke da je napon
greSke nula. Kada se napon napajanja V.. iskljuci, dok je na ulazu u kolo negativan napon,
napon na invertuju¢em ulazu operacionog pojacavaca ¢e takodje postati negativan. Da bi se
sprecila pojava velikog negativnog napona na invertuju¢em ulazu, najjednostavnije resenje je
povezivanje diode D, tako da je njena katoda vezana na invertujuci ulaz operacionog pojacavaca
dok je njena anod na masi. U tom slu¢aju napon na invertuju¢em ulazu operacionog pojacavaca,
¢e zbog diode biti redukovan na bezbedan nivo. Izborom germanijumske ili Schottki tipa diode,
ogranicenje napona na ulaz ¢e biti oko —200 mV .
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12.4 Pregled postupka projektovanja pojacavaca sa jednostrukim napajanjem

Nekada je dizajn sa jednim napajanjem smatran je tehnicki ograni¢enim jer su stariji
operacioni pojacavaci imali ograni¢ene performanse po pitnju efekta zasi¢enja. Ipak, svi noviji
operacioni pojacava¢i imaju odli¢ne parametre za primene sa jednim napajanjem. Kada se
koriste na odgovarajuci nac¢in, ovi operacioni pojacavaci imaju rail-to-rail performanse koje
pariraju i kolima sa dvostrukim napajanjem. Dizajn kola sa operacionim pojacavacem koji se
napaja sa jednim napajanjem obi¢no uklju¢uje neku vrstu kompromisa, i zbog toga zahteva vise
razmisljanja. PreporuCena procedura dizajna kola sa operacionim pojatavacem sa jednim
napajanjem je sledeca:

 Zameniti podatke iz specifikacije u sistem jednacina da bi se odredili m i b (nagib i
presek prave na ordinati).

* Vrednosti m i b odreduju oblik kola.

* Odabrati konfiguraciju kola koja odgovara obliku prenosne karakteristike.

* Koristec¢i jednacine kola za odabranu konfiguraciju kola, izraCunati vrednosti otpornika.

* Ispitati ponasanje kola u nestandardnim radnim uslovima (iskljucivanje napajanja
pojacavaca dok je napajanje ostatka kola ukljuéeno, ulazi u kolo su preko/ispod opsega itd.).

* Dodati zastitne komponente po potrebi.
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